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Mon intention n’était d’abord absolument pas dirigée contre les 17 auteurs,
pas moins, de cet article, ni les 10 instituts auxquels ils appartiennent. Il s’agis-
sait pour moi d’utiliser le matériau de ’article pour illustrer & mes étudiants
les bienfaits des mathématiques, des probabilités, des statistiques et leur mon-
trer que des questions brilantes de société pouvaient effectivement trouver des
éléments de réponse éclairée grace a ’application, maitrisée, de notions et d’ou-
tils formels. Lesquels, ce qui rendait le papier intéressant & exploiter, tombaient
dans ’escarcelle de mes enseignements. Mon intention était donc pédagogique :
je voulais expliciter les hypothéses, les méthodes employées, les modéles exposés
et essayer de retrouver, avec mes étudiants, les conclusions des auteurs.

Car en effet, ces conclusions se sont rapidement retrouvées en premiére ligne
des journaux télévisés, de la presse écrite (j’ai d’ailleurs pu télécharger I’article



en question grace a Libération) du web (évidemment) et il n’est pas impossible
de penser qu’elles auront pu remonter jusqu’aux conseillers du président lui-
méme. Cela étant, j’étais quand méme un brin sceptique sur le résumé qu’en
donnaient les auteurs :

The lockdown reduced the reproductive number from 3.8 to 0.5 (84% reduction).
By 11 May, when interventions are scheduled to be eased, we project 3.7 mil-
lion (range : 2.3-6.7) people, 5.7% of the population, will have been infected.
Population immunity appears insufficient to avoid a second wave if all control
measures are released at the end of the lockdouwn.

(pour ceux qui ne lisent pas l’anglais : le confinement a réduit le nombre de
reproduction (de base) de 3.3 4 0.5 (84 % de réduction). Au 11 mai, lorsque
les interdictions seront levées, nous estimons que 3.7 millions de personnes (in-
tervalle de confiance 2.3-6.7), soit 5.7% de la population, auront été infectées.
Insuffisant pour créer une immunité collective et pour éviter une seconde vague
si toutes les mesures de controle sont relachées a la fin du confinement).

L’idée d’une efficacité surpuissante du confinement me semblait néanmoins assez
douteuse dans la mesure ol les deux pays notoirement réfractaires au confine-
ment strict (les Pays-Bas et la Suéde) ne possédaient manifestement pas, lorsque
I’on regardait leur taux de mortalité par million d’habitants, de résultat pire que
ceux de la France, I'Italie ou ’Espagne, au contraire (mais il faut préciser d’em-
blée que les chiffres définitifs ne seront évidemment connus qu’a la fin de I’épi-
démie). D’autre part, I'idée que le confinement ait pu opérer un point anguleux
sur les courbes de dépistage, d’hospitalisation ou de mort (dénotant ainsi une
discontinuité dans la vitesse d’expansion de I’épidémie, c’est-a-dire dans la déri-
vée temporelle de sa progression) n’avait jamais été observée sur aucune mesure
réelle, toutes semblant au contraire montrer que la cinématique de 1’épidémie
se poursuivait de facon continue. Pourtant, une figure désastreuse, empruntée a
I’article, fit le tour des plateaux d’opinion et des commentateurs relayant cette
information salutaire pour la politique : le confinement ¢a marche, et en plus il
faudra songer a mettre en place des mesures de controle. Comme chacun le sait,
une bonne figure (méme sortie arbitrairement d’une affirmation sans aucun fon-
dement scientifique) a toujours beaucoup plus d’effet qu’une série d’équations
ou que la présentation rigoureuse d’un calcul. D’ailleurs, je suis bien placé, hélas,
pour le savoir : les reviewers (i.e. ceux qui relisent les articles pour donner ou
pas l'autorisation de publication dans un journal) ne lisent quasiment jamais les
calculs. Ce qui fait qu’a la fin, les auteurs ne se donnent finalement plus la peine
de les faire ni de les présenter. A part quelques mathématiciens papier-crayon
(au bilan carbone favorable), dont je suis, et pour qui les calculs font toujours
partie des démonstrations de sorte que la moindre faute entre deux lignes peut
effectivement condamner 10 pages de résultats qui permettent de démontrer un
théoréme.

Les mauvais scientifiques, tels que ceux qui espérent publier cet article, ont
toujours deux caractéristiques : ils complexifient & outrance ce qui est simple -
et en général sans intérét - pour essayer de se donner du crédit, et ils simplifient
a outrance ce qui est compliqué - mais primordial - car, de toute facon, ils n’ont
pas les moyens de faire mieux. Nous allons illustrer ces deux points particuliers
dans la désormais célébre prépublication des soi-disant meilleurs instituts au



monde (INSERM, Cambridge, Institut Pasteur, Sorbonne, John Hopkins, etc.)
qui, au nom de techniques qu’ils ne maitrisent absolument pas, se permettent
de conseiller des mesures - le confinement, le tracage - dont ’étude COCONEL
(voir le vidéo sur le site de 'THU Méditerranée) montre qu’elles ne tiennent en
gros que parce que les médias et les "scientifiques" disent qu’elles sont efficaces.
Dans quelle mesure peut-on faire confiance aux "mathématiciens" qui "modé-
lisent" les réponses a ces questions? L’étude mathématique détaillée de leur
publication permet d’affirmer que les auteurs sont des tricheurs qui maquillent
leurs résultats en essayant de faire croire & une compétence qu’ils n’ont pas.

1 Présentation de ’article - parties étudiées pour
leur imposture scientifique

1.1 Présentation accélérée

L’article est rédigé comme la succession assez peu structurée d’un ensemble
d’estimations statistiques associées a 1’épidémie de COVID19 en France. Il semble
assez évident, méme s’il est précisé que chacun des auteurs a participé pour une
part égale & la rédaction de D’article, que les contributeurs se sont réparti la
tache par question. Mais on peut largement imaginer qu’ensuite chaque auteur
aura relu ’ensemble de ’article avant de donner son autorisation de le soumettre
et de le diffuser sous forme de pré-print. On aurait largement apprécié des nu-
meérotations dans les sections, des sous-sections, etc. Mais les auteurs ne sont
évidemment pas familiers des traitements de texte scientifique (Latex) qui ont
au moins le mérite de toujours vous obliger & structurer les propos que vous
tenez. D’une maniére générale, ’article est - selon nous - assez mal présenté : les
résultats regroupés en fin d’article ne sont pas toujours trés clairement reliés aux
parties qui en présentent les principes d’obtention. La présentation des résultats
est séparée en deux groupes : tous les tableaux d’abord et toutes les figures en-
suite, alors qu’il existe des tableaux et des figures qui se rapportent aux résultats
d’une méme section. D’autre part, les données qui permettraient de refaire les
calculs ne sont pas transmises dans ’article. Les auteurs donnent des sites sur
lesquels on doit pouvoir trouver les données, mais il n’est pas clair que tout le
monde ait accés aux sites en question, sans méme parler des différents logiciels
ou des procédures numériques précises qui sont employés. Ce qui fait qu’il est
impossible pour quiconque de vérifier si par hasard il n’y aurait pas eu une er-
reur dans l'utilisation de données ou dans les programmes informatiques ayant
permis de les trouver. L’article peut donc se résumer a une gigantesque utilisa-
tion de boites noires auxquelles on vous demande de faire confiance. Certes, il
s’agit 1a d’une tendance généralisée : il n’est jamais gratifiant pour un chercheur
de repasser son temps & essayer de retrouver (ou pas d’ailleurs) les données pu-
bliées par d’autres chercheurs. Alors pourquoi les fournir? Sauf qu’ici larticle
n’a pas vraiment d’intérét scientifique : les problématiques dépassent rarement le
niveau élémentaire et le travail principal consiste en fait a préparer les données
pour les mouliner ensuite a ce que l'on appelle des "click” bouton : un logiciel
quelcongue (fait maison ou industriel) qui donne, en quelques heures au pire, la
valeur d’un paramétre. Le seul intérét de 1’article est de vendre des para-
meétres "scientifiques" aux décideurs politiques qui leur permettront
ensuite d’affirmer que leurs décisions sont prises sur la base d’études



sérieuses et incontestables. Ainsi 'article est-il de nature totalement poli-
tique : convaincre les citoyens que le confinement a des effets spectaculaires sur la
propagation de I’épidémie (c’est en réalité une affirmation totalement imaginaire
de la part des auteurs, qui ne repose sur aucune vérification expérimentale) et
qu’ensuite Iestimation (totalement arbitraire en vérité) du nombre de personnes
infectées au moment du déconfinement est trop peu importante et donc qu’il
faudra sans doute s’attendre & de nouvelles mesures de controle (on cherche ici
évidemment & vendre I’application de tragage du gouvernement). L’article est
donc un article de soutien aux mesures politiques du gouvernement. Il y a deux
classes de "résultats" dans cet article :

1. Ceux qui proviennent de "fit" sur des données mesurées. Ceux-ci sont
totalement élémentaires du point de vue scientifique. Ils ont essentielle-
ment pour but de tenter de montrer la maitrise par les auteurs des outils
basiques des probabilités et statistiques. En réalité, on va voir que les
auteurs ne comprennent hélas rien & la notion de modélisation en proba-
bilité, rien & la notion de solution d’un probléme, rien & l'efficacité des
méthodes numériques, et que leur culture mathématique s’est probable-
ment arrétée au niveau du lycée.

2. Celles qui proviennent de "modéles" sur des données non mesurées et
qui viennent soutenir les annonces du gouvernement : le confinement
fonctionne de fagon spectaculaire et il faudra en passer par un tragage
généralisé. Comme il s’agit de données issues de modeéles n’ayant aucune
possibilité de vérification expérimentale, I'idée c’est de faire confiance aux
auteurs en s’appuyant sur ce que ’on aurait estimé de leurs compétences
dans les parties précédentes. Or le "modeéle" utilisé sur lefficacité de la
mesure de confinement est parfaitement tautologique. Il consiste a dire :
si on suppose que le confinement est efficace, alors on peut tracer une
courbe (sur une donnée non mesurée : le taux d’infection de la population)
qui montre que le confinement est efficace. Donc vous voyez bien que le
confinement est efficace.

En fait, le passage par la premiére partie conditionne la seconde : en effet, la
deuxiéme partie du probléme va consister a essayer de faire des prédictions que
le gouvernement pourra utiliser pour prendre ses décisions. Comme il s’agit dés
lors d’un travail "sans filet", il faut montrer que sur les problémes "avec filet"
pour lesquels on a des données empiriques pour les vérifier, les "modéles" trouvés
par les auteurs correspondent de facon trés précise a ce qui est observé. C’est
parce qu’ils auront fait la démonstration de leur capacité a reproduire, avec
méthode, ce que ’on mesure, que les auteurs pourront inspirer la confiance sur
les modéles qu’on ne mesure pas. Il est donc vital de voir si effectivement les
méthodes que les auteurs emploient sur les données observées sont si fiables que
cela. Et la réponse tombe comme un couperet mathématique : les auteurs n’ont
jamais obtenu, par le calcul méthodique et raisonné, relevant d’une équation
précise, les "fit" merveilleux qu’ils ont prétendu obtenir. Leurs méthodes ont
rendu des "modéles" dont les courbes ne satisfaisaient pas les données observées.
Ils ont donc magquillé (c’est-a-dire finalement ajusté 4 la main un résultat qu’ils
connaissaient & I’avance), dans les présentations, les faiblesses extrémes de leurs
prétentions pour essayer de faire croire a leur "science" de la modélisation.



1.2 Dénonciation du passage incriminé

Nous recopions ici en intégralité un passage de l'article dont nous allons
montrer qu’il est caractéristique des insuffisances trés graves des auteurs dans
leur approche des modéles, des probabilités et des mathématiques. Le passage
est en anglais pour ne pas trahir ’article.

Estimating delays from hospitalization to death and from hospita-
lization to ICU

In a growing epidemic, the time to death among individuals who have already
experienced the outcome will be an underestimate of overall time to death, as
many of those who take longer will not yet have died. We need to account for
these delays when estimating the infection fatality ratio as otherwise we would
underestimate the probability of death (8).

To capture the delay to death for the different age groups we use data from
cases throughout France that had dates of hospitalization and dates of death.
We assume that the delays follow a lognormal distribution as this has previously
been shown to work well for SARS-CoV-2 infections (17).

We use the number of hospitalizations on a given day to account for the state
of the epidemic at that time, similar to what has previously been used (5). We
note that a subset of individuals die within a short period of time after entering
hospital. We therefore use a mizture distribution composed of an exponential
distribution for those that die within a short delay and a lognormal distribution
for those that die after longer delays (Figure S3).

true

Tl = (1 — p) * ezponentielle (m) + p * lognormal (pu, 0*) (1)

We denote by wi™¢ the true probability density function (pdf) of the delay, and
7o the observed density, which will be biased to be right skewed as most in-
dividuals will not have had their outcome. We denote by T11"¢ and T19%° their
cumulative density functions (cdf), respectively. We can approximate the expec-
ted delay distribution 7;"", for a given age group i, at a given time T during
the epidemic, thereby adjusting for the stage of the epidemic, given the true pdf
for the delay T1E"¢ using the following adjustment :

j=T o true __ TTtrue
Zj:l Hi 1 x (Hi,k-H 1" )

P (k) = forall delays k € [0,T)
? =T l=5—-1 rue rue ’ ’
Z;’:l =0 Hij—k X (Hf,zﬂ - Hﬁ,l )
(2)
where H; ; is the total number of hospitalized cases of age i at time j.
For the correct pdf 11i™¢, we should have :
TP — 71_obs (3)

We estimate parameters of the true delay from hospitalization to death distribu-
tion w4 for each group in turn by minimizing the sum of squared error (SSE)
of the distribution 7{"" to the observed data 7°°. Given the small number of



deaths in younger age groups, we consider three age groups : <70y, 70-80, 80+.
To get an overall estimate, we also repeat the calculation using all individuals
across all age groups.

To fit the delays from hospitalization to ICU admission we use the same ap-
proach, however, we consider the delays are constant across age groups and that
they follow an exponential distribution (Figure S1).

1.3 La partie étudiée et le maquillage scientifique

Dans le point qu’ils traitent dans leur article, les auteurs entendent résoudre
cette question : sachant que ’on a fini par mourir, comment estimer la loi de
probabilité donnant le nombre de jours aprés lesquels on meurt une fois hospita-
lisé 7 Cette question est tout a fait légitime. Cependant, la maniére avec laquelle
les auteurs vont y répondre va illustrer de facon sidérante ’absence totale de
maitrise d’outils mathématiques pourtant élémentaires. Ainsi :

1. Les auteurs vont montrer qu’ils ignorent & peu prés tout de la fagon
avec laquelle on construit une probabilité sur un ensemble discret fini
(ce qui est pourtant le b.a. ba.); qu’ils ignorent comment il faut recou-
rir au formalisme de la théorie des ensembles et des variables aléatoires
discrétes ; qu’ils jonglent avec des raisonnements qui n’ont absolument au-
cune rigueur mathématique, engendrant ainsi des fautes majeures dans
les problémes alors étudiés.

2. Les auteurs vont montrer qu’ils ne comprennent rien aux fondamentaux
des systémes linéaires. Mieux, afin de se donner de la consistance, ils vont
transformer un systéme linéaire en systéme non linéaire pour essayer de
faire croire & la complexité du probléme. Trouver plus grotesque approche
dans T’histoire des sciences reviendrait & se donner comme objectif de
démontrer que la Terre est plate et que le Soleil lui tourne autour selon
des cercles parfaits dont elle est le centre.

3. Dans cette partie les auteurs vont exposer exactement tous les défauts
des méthodes qu’ils utilisent. Cette partie nous permettra ainsi de mettre
en évidence la philosophie implicite des épidémiologistes : « Nous sommes
capable de trouver une solution a tous les problémes méme - et surtout -
ceux qui n’en ont pas. La seule condition a cela c’est en gros d’affirmer
que 0 = —1 est une approrimation acceptable de la vérité et de générali-
ser cette conception a l’ensemble de notre travail. »

L’étude de la partie que nous traitons est sans doute la plus intéressante car
elle montre exactement ce qui semble en étre d’une sorte de culture du pauvre
des épidémiologistes : le probléme traité se situant & un niveau L1 ou L2, il est
trés facile, exactement comme lorsque l'on corrige les étudiants, d’analyser les
erreurs et de les rectifier. On y voit tout simplement que ce sont les concepts de
base qui ne sont absolument pas assimilés. Au final, les résultats obtenus sont
donc excessivement mauvais et il ne reste plus qu’a opérer & la mise & mort des
méthodes pour reconstruire "a la main" des résultats présentés donc de fa-
con falsifiée. Nous verrons que la justification de cette falsification, les auteurs
I’énoncent de la facon suivante :



"In a growing epidemic, the time to death among individuals who have al-

ready experienced the outcome will be an underestimate of overall time to death,
as many of those who take longer will not yet have died. We need to account for
these delays when estimating the infection fatality ratio as otherwise we would
underestimate the probability of death."
(traduction (trés libre pour redonner le sens du texte) : Dans une épidémie en
cours, pour les individus qui sont déja décédés, la durée séparant ’hospitalisa-
tion de la mort est nécessairement sous-estimée puisque ceux qui vont mourir
aprés une longue durée n’apparaissent pas encore dans les données disponibles.
Nous avons besoin cependant de donner une idée de ces délais (qui donc n’ap-
paraissent pas dans les données mesurées, nda) sans quoi la prédiction du taux
de mortalité sera nécessairement sous-estimée.)

En gros, ce que disent les auteurs, c’est que de toute facon les données observées
sont biaisées (¢a ne s’invente pas) parce que :

1. les données définitives ne seront connues qu’a la fin de I’épidémie;
2. nous ne sommes pas a la fin de I’épidémie.

Si cette affirmation est vraie, elle ne s’applique pas cependant pas au probléme
traité par les auteurs. En effet, dans 'observation du temps d’hospitalisation
avant le décés, on remarque, sur les données disponibles, que plus de 50% des
personnes meurent moins de 4 jours aprés leur hospitalisation et que moins de
20% des personnes meurent aprés plus de 10 jours d’hospitalisation. Ainsi, si
vous avez 40 jours d’observation (ce qui est le cas des auteurs), il est assez faux
de dire que les personnes qui vont mourir aprés plus de 40 jours d’hospitalisation
(et qu’effectivement vous ne pouvez pas observer) vont venir perturber les fré-
quences établies : jusqu’a présent, de toute fagon, vous n’avez quasiment jamais
vu de déces au-dela de 23 jours (les probabilités observées de mourir aprés 23
jours sont totalement négligeables, & peine quelques décimales de pourcentages).
Donc 'argument est totalement irrecevable. Le fait que vous ayez 80% des per-
sonnes qui meurent en moins de 10 jours, vous avez pu l’observer sur 30 dates
successives d’enregistrement d’hospitalisation : cela semble déja une série trés
représentative et la forme des fréquences ainsi établies a peu de chance d’évoluer
significativement si vous rajoutez 40 jours d’observation (si ’on table en gros sur
une épidémie qui dure de début mars & mi-mai). Bien sar, tout cela devrait faire
Pobjet d’une modélisation statistique plus précise (et ¢a peut parfaitement étre
le cas), mais notre propos n’est pas d’aller jusque-la. On pourra, si besoin, une
fois ’épidémie terminée, revenir sur ce biais complétement irréaliste annoncé
par les auteurs et qui n’a sans doute aucune chance d’étre observé - sauf par
exemple & ce que l'on dépiste et que ’on traite massivement - auquel cas les gens
viendront sans doute & I’hdpital plus tot et donc n’attendront pas d’étre au seuil
de la mort pour venir se faire hospitaliser (ce qui se traduit par le fait que 50%
meurent moins de 4 jours aprés leur hospitalisation). Comme on peut le voir sur
la figure que nous avons reprise des auteurs (voir figure 1) , il semblerait qu’il
y ait ainsi un accord quasi parfait entre le "modeéle" (la courbe en rouge de la
figure (A)) et l'observation (le diagramme béton sur la méme figure (A)). Bien
siir, si vous lisez rapidement le papier, vous étes trés impressionné par la faculté
des auteurs 4 pouvoir modéliser un phénoméne connu. Mais en réalité, cette



courbe est un trucage : les auteurs n’ont jamais eu aucune méthode de calcul
pour 'obtenir. En fait, les auteurs vont jouer d’une présentation grossiérement
manipulatrice. Voyons cela.

1. Leur "modéle " (nous verrons qu’il s’agit d’un festival d’incohérences)
leur a donné une décomposition du phénoméne en deux phénoménes :
ceux qui meurent rapidement "Rapid death" (en moyenne moins d’un
jour aprés hospitalisation) et les autres "Slow death". Ils ont modélisé
ces deux catégories de populations par les deux courbes de la figure de
droite. Comme on le voit, il existe dans la seconde distribution ("Slow
death") une partie assez significative de personnes qui, selon le "modéle",
doivent mourir largement au-dela des 20 jours, voire des 30 jours. (de
Pordre de 15%).

2. Or, cela ne colle évidemment pas avec les données observées (I’histo-
gramme en batons représentant les fréquences collectées auprés des ho-
pitaux). Dans ces données, on a effectivement du mal & mesurer des
personnes qui mourraient 23 jours aprés leur hospitalisation (et c’est ce
que nous avons pris comme hypothése quand nous avons reconstruit leurs
données).

3. Donc les auteurs ont inventé ’histoire des données mesurées qui en fait
n’étaient pas vraiment réellement celles que 1’on devrait mesurer (!) car
en fin d’épidémie les données expérimentales feront apparaitre beaucoup
de cas de mort aprés 23 jours d’hospitalisation (ce qui est, comme nous
Pavons souligné, une hypothése totalement irréaliste). Ce que disent les
auteurs, c’est que si I’on continue & observer encore 40 jours, on va voir
apparaitre de facon significative des proportions de gens mourant plus
de 20 jours aprés hospitalisation, et ce, au détriment des personnes qui
meurent moins de 20 jours avant.

4. Dés lors, puisque leur courbe théorique ne colle pas avec I’observation, ils
vont s’autoriser & modifier cette courbe "a la main". En fait, leur modéle
sous-estime de facon assez significative la durée de mort comprise en 1 et
5 jours (ce qui est génant car 50% des personnes meurent effectivement
dans cette durée) : c’est le prix & payer pour un "modéle" qui voit mourir
des gens de fagon non négligeable aprés plus de 20 jours alors que ce n’est
pas le cas en réalité. Dans le commentaire de la fameuse courbe "rouge",
les auteurs indiquent ainsi que "models fitted to take into account that
in a growing epidemic, observed deaths will be biased towards ones that
die quickly", ce qui signifie "les modeéles ont été fittés pour prendre en
compte le fait que dans une épidémie en cours, ’observation du nombre
de morts est biaisée vers les durées les plus courtes". Dit autrement, ils
ont expliqué le fait que leur modéle ne collait bien avec les données avec
le fait que... les données étaient nécessairement approximatives.
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Figure S3. (A) Observed and fitted distribution of delays between hospital admission and death. (B)
Model estimates of distribution of rapid decline and slow decline. Models fitted to take into account that
in a growing epidemic, observed deaths will be biased towards ones that die quickly.

FIGURE 1 — données (diagramme batons) vs "modéle" proposé par les auteurs
(courbes en rouge). En théorie, la courbe en rouge sur le dessin de gauche (A)
devrait étre la somme des deux courbes sur le dessin de droite (B). Ce n’est
pas le cas. La courbe en rouge a été "fittée", c’est-a-dire ici maquillée sous un
prétexte fallacieux.

Age group Parameters Qverall Mean (days)
P(short delay) Exponential Lognormal
(for short delay) (for longer delays)
Mean (days) Mean (days) | Median (days)
<70 0.11 0.67 21.2 12.4 14.0
70-80 0.13 0.67 12.6 85 10.3
80+ 0.18 0.67 10.5 75 8.6
Mean 0.15 0.67 13.2 8.6 10.1

FIGURE 2 — paramétres permettant de reconstruire les deux courbes modélisant
la mort rapide et la mort plus lente. Les paramétres des deux courbes du (B)
de la figure (1) sont ceux de la derniére ligne du tableau

Remarquons tout de suite que, dans les données du tableau précédent, il y a déja
un probléme assez inquiétant de calcul des moyennes. En effet, si 15% des personnes
hospitalisées qui vont décéder le font en moyenne 0.67 jour aprés leur hospitalisation
et que 85% des autres le font en moyenne 13.2 jours aprés leur hospitalisation, alors
il faut que la moyenne (générale) vérifie :

Meanp = 0.15 * 0.67 + 0.85 % 13.2 = 11.32 (4)

1a ol les auteurs annoncent une durée moyenne d’hospitalisation de 10.1 jours. Quand



on sait que la valeur moyenne observée sur les données est d’ailleurs de ’ordre de 6
jours, on est évidemment trés inquiet sur les capacités des auteurs.

5. Dés lors, ils ont "fitté" les données. Normalement, "fitter" des données,
cela consiste & les faire passer par des méthodes mathématiques, préci-
sément justifiées dans leurs hypothéses et dans leur réalisation, de sorte
que vous extirpiez au final une information intéressante. Mais rien de cela
dans le cas qui nous intéresse. La seule "méthode" qu’ils avaient (en réa-
lité une succession d’inepties mathématiques), les auteurs s’en sont servis
pour les 2 courbes de la figure B. Pour passer de droite a gauche, ils n’ont
appliqué aucune méthode : ils ont fait les corrections a la main c’est-a-
dire en utilisant une cuisine spécifique au cas qui est traité. C’est pour
cette raison, qu’au final, la courbe colle aussi bien aux résultats. Toutes
les personnes qui font sérieusement de la modélisation savent qu’on ne
peut jamais obtenir une coincidence aussi spectaculaire, et ce, d’autant
que les outils utilisés par les auteurs n’ont aucune consistance mathé-
matique. Mais surtout, il est impossible que le modéle proposé par les
auteurs ait une raison quelconque d’exister.

2 Etude théorique du modéle

2.1 Mathématique de 1 et w"v°

Dans cette partie, nous montrons que ’équation (2) posée par les auteurs
admet une solution analytique dont I’établissement ne pose aucune difficulté, et
que la solution de cette équation montre que le rapport entre (7i"¢ : k € [077])
et (m¢b i k € [0T]) n’est pas du tout celui entre "théorique" (vivant dans le
monde des Idées) et son "observation" (vivant dans le monde des choses réelles).

Nous énoncgons ici le premier théoréme, d’un niveau L1-L2, qui résout de
maniére trés rapide un probléme que les auteurs ont manifestement trouvé in-
surmontable, utilisant une méthode d’optimisation par moindres carrés mani-
festement programmée sur une fonction non linéaire, au lieu d’utiliser un crayon
de papier et une petite feuille :

Proposition 1. Soit T un entier. On suppose que les hypothéses suivantes sont
vérifiées
1. Soit (ﬂ'gbs ke [[O;T]]) une densité de probabilité strictement positive,
c’est-a-dire une famille de réels qui vérifie :

k=T
Vk € [0;T], mpPt >0, > ap=1 (5)
k=0

2. Soit ay : k € [0, T] une famille de coefficients, telle que :

Vk e [0;T], ar>0 (6)
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Alors il existe une unique famille (77 : k € [0;T]) qui vérifie :

true
QT
Vk e [0;T], mp = ﬁ @
1—0 anrl
k=T
vk € [[0; Tﬂ Wlirue > 0, Z Wirue =1 (8)
k=0

de plus on peut calculer de fagon explicite les expressions de (7t : k € [0;T])

par la formule :
1=

~

2=
e

1 «

_ obs true __ obs
- = 1 T = T, 9)
(0% «

[}

Avant de faire la démonstration de cette proposition assez élémentaire, no-
tons que nous l’avons présentée de la maniére avec laquelle elle apparait dans
la deuxiéme section de I'article. La présentation du probléme & traiter est assez
peu convaincante, car elle présente de facon a priori non linéaire un probléme
qui est en fait linéaire. Il s’agit 1a d’une remarque importante dans la suite :
les auteurs de Darticle ne s’intéressent jamais & ’idée de savoir si les problémes
mathématiques qui apparaissent dans leurs problémes sont bien posés ou pas.
Ainsi, n’importe quelle personne ayant fait des mathématiques sait bien qu’il
existe deux classes de problémes, s’agissant de résoudre des équations : soit on
a affaire & un systéme linéaire et on est rassuré car il y a une théorie trés riche;
soit on a affaire & du non-linéaire et 1a c’est immédiatement la jungle car il y a
assez peu de résultats généraux. Un algorithme célébre, ’algorithme de Newton,
permet cependant de résoudre une équation non linéaire par une succession de
résolutions de systémes linéaires, preuve que ces derniers sont le point cardinal
de toute ’analyse numérique. Ici, le probléme tel qu’il est proposé est non li-
néaire, car il utilise la fonction vectorielle f := (f; (x) : k € [0,T]) de la variable
vectorielle x = (z, : k € [0,T]) définie par :

AT

= =T
Y oi—o Ty

Une telle fonction est évidemment non linéaire. Plus inquiétant, le fait que si
I'on peut trouver une solution (wi™*¢:k € [0,T]) & léquation f (x) = 7,
alors pour n’importe quel A # 0 la famille (Ax{"™¢ : k € [0,T]) est encore une
solution de I’équation puisque ’on remarquera immédiatement que :

Vk € [[07Tﬂ, fk (.’L'(), s ,{L‘T) : (].0)

true true true
T ; A QT (673 AT
71_Izbs _ k = ﬂ_be _ k ( k ) (11)

=T true Y =T true - =T true
1=0 U7 A >i—o T 2oi—o cu (Amme)

I’absence d’unicité est en général un probléme car, si vous lancez un algorithme
qui, de plus, est formulé en utilisant une fonction non linéaire, vous ne savez
absolument pas quelle solution ’ordinateur va vous retourner. Pour le probléme
des auteurs, on pouvait lever cette indétermination en imposant que la solution
que 'on cherche, puisqu’elle devait impérativement elle-méme étre une densité
de probabilité, devait vérifier que tous les (pil™¢ : k € [0,T7]) soient positifs et
leur somme égale & un. Mais cela n’était pas encore suffisant, car il fallait étre
capable de démontrer, en incluant les contraintes sur la solution recherchée, qu’il
existait bien une unique solution. Or, sur les problémes non linéaires, montrer
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qu’il existe une solution unique est un exercice atrocement compliqué. Il existe
trés trés peu de cas ot 'on sait le faire. Pourquoi donc les auteurs ne sont-ils
pas entrés dans des considérations de linéarité, les seules & méme de montrer
lexistence et l'unicité de la solution désirée ? Parce que, de toute fagon, les épi-
démiologistes se moquent de ce genre de considérations : ils trouvent toujours
une solution a tous les problémes, y compris ceux qui n’en ont pas (nous expli-
querons comment et pourquoi plus en détail). Donc pourquoi venir les embéter ?

Démonstration. La preuve repose essentiellement sur le théoréme de Perron-
Frobenius (voir par exemple sur le Net lexcellent document de Jean-Etienne
Rombaldi). Nous I’énongons :

Théoréme 1 (Perron-Frobenius). Soit A := A;; une matrice carrée de taille
n dont tous les coefficients sont strictement positifs. On note par p (A) son rayon
spectral. Soit o > 0. Alors il existe un unique vecteur x (o) := (xy (o) , k :€ [1,n])
tel que :

Ax (o) =p(A)x(a), Vke[Ln] zx(a) >0, > zx(e)=a (12)
notre travail consiste donc simplement & remettre le probléme des auteurs

dans la forme de Perron-Frobenius. On a :

true

Oszr
7T_Izbs _ 7_‘,’(;bs E alﬂ_;rue _ akﬂli;rue (13)
Zl 0 QI 71_t7ue
Posons pour tout k € [0,7] posons pp = apmi™¢ et considérons la matrice
p p p
Ay = w%. Le probléme se ré-écrit sous sa forme vectorielle (linéaire) selon

Ap =p.
— Notons que tous les coefficients Ay; de la matrlce sont strictement positifs.
— On a Vil e [0,T] le fait que 5= Ay = SF=2 790 = 1 (On dit alors
que la matrice A est une matrice stochastique (v01r J.E. Rombaldi). Cela
suffit & prouver que p (A) = 1.
On se trouve dans les condition du théoréme : pour a > 0 fixé, il existe un
unique vecteur p («) tel que :

Vi € [0,7], px(a) >0, Zpk =a, Ap(a)=p(a) (14)

Comme la matrice A est de rang 1 (toutes ses colonnes sont identiques, égales
au vecteur colonne 7°%¢ dont la somme des compsantes vaut 1), alors le vecteur
p (@) que I’on recherche est nécessairement am°®®. On en déduit alors que :

Vk € [0,T], miree = 5 obs (15)
k

et donc les 7i"¢ sont déja positifs. Il ne reste plus qu’a trouver a pour imposer
la condition de normalisation :

k=T =
Zw}j“@—1:>2 _1@a=2a—wgbs (16)
k=0 k=0 “F

12



Ainsi, si une solution du probléme initial existe, elle est unique et s’écrit sous
la forme précédente. Mais on vérifie réciproquement que la famille précédente
vérifie I’équation puisque :

=T =7
E e = g q—m =« (17)
g
1=0 1=0
de sorte que ’on vérifie immeédiatement :
true
T 1
— k p = o 7_(_Izér’ue — *OékiTFObS _ 7_robs (18)
- rue « « o
leo T k
O

Comme on peut le voir, la preuve reste trés élémentaire une fois connu le
théoréme de Perron-Frobenius. Mais il va de soi que pour des personnes norma-
lement censées étre des spécialistes mondiaux des questions d’épidémiologie, un
théoréme si utile en théorie des probabilité ne peut pas leur étre inconnu. Sur-
tout & 17 auteurs des laboratoires les plus prestigieux. Encore que, pour qu’ils
en arrivent & retrouver des réponses élémentaires, au moins aurait-il fallu qu’ils
se posent effectivement des questions élémentaires.

Afin de mieux comprendre le lien mathématique entre la distribution d’arri-
vée Tt"u¢ en fonction de la distribution de départ 7°°%, nous allons démontrer un
certain nombre de propositions mathématiques, assez faciles, qui nous permet-
tront de dissiper, pour toujours nous ’espérons, les illusions des auteurs quant &
Iinterprétation absurde qu’ils ont bien voulu nous servir de ces distributions. En
effet, pourquoi les exposants 7°%° et w'"%¢ ? Parce que dauns la téte des auteurs :

1. la densité de probabilité 7"*¢ est comprise comme la distribution repré-

sentant 1’idéal du phénoméne que ’on souhaite observer ;

obs

2. la quantité 7°°° ne constitue qu’une forme d’observation empirique de

cet idéal.

On peut, a ce titre, véritablement reprendre la célébre métaphore de la caverne
pour essayer de comprendre les inconscients épistémologiques des auteurs. Il y
aurait I'Idée de la densité de probabilité, le fameux 7t et son image déformée
que l’on percoit dans la réalité, le 7°P%. Ainsi les auteurs prétendent-ils cepen-
dant, grace a un béte systéme linéaire (celui que ’on vient d’étudier), retrouver
I'Idée de la probabilité a partir de son observation déformée. Pour vous don-
ner une représentation : imaginer que vous jouiez aux dés. Vous réalisez 1000
lancers. Vous observez la fréquence d’apparition des faces

{0.14,0.18,0.16,0.17,0.13,0.22}

Vous vous dites en fait que ce sont 1a les valeurs "observées" des "vraies" pro-
babilités qui doivent étre, dans I’hypothése "d’un dé équilibré" :

{1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6}

Il y a I'ldée de la probabilité et son image déformée dans la réalité. Bon, voila
en gros l'esprit des auteurs lorsque, dans leur modéle, ils ont introduit les deux
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variables 7°% et wi"“¢. Retrouver le monde des Idées de Platon : voila bien le

programme "scientifique" qu’ils espérent atteindre grace aux "mathématiques".
En réalité, ils ne comprennent strictement rien aux outils mathématiques. Pour
étre un peu plus concret, dans la téte des auteurs, la différence entre m°* et
7irue doit étre en quelque sorte la réalisation d’un bruit de mesure, sans doute
aléatoire et que ’on pourrait pourquoi pas modéliser comme la réalisation d’un
bruit blanc (c’est-a-dire un processus stochastique gaussien).

Ils espéraient que le systéme d’équations qu’ils ont posé entre les deux distribu-
tions permette de reconstruire la densité "théorique" par rapport a la densité
"observée". Autrement dit, ils ont pris leur systéme linéaire comme un processus
de régularisation, consistant & enlever d’une observation ce que ’on estime étre
un bruit gaussien purement stochastique. Notez qu’il existe effectivement, dans
les outils de traitement du signal, des procédés pour analyser puis éliminer les
bruits gaussiens dans les mesures observées. Evidemment qu’elles n’ont rien a
voir avec ce qu’ont fait les auteurs. Donc nous allons prouver deux résultats sur
la différence entre w°%% et wtme,

Proposition 2. Quelle que soit la distribution w°% alors il existe ko € [0,T—1]
tel que :

1. pour tout k de lintervalle entier [0, ko] la différence
(7% (k) — w7« k € [0,T7)

est positive et pour tout cas de [ko + 1,T] cette différence est négative.

2. Si la distribution 7% (k) est décroissante, alors la suite
(7 (k) — 5, : k € [0,T7])
est positive et décroissante sur [0, ko]

Démonstration. calculons la différence

«

7o (k) — mirue = <1 - ak) Tobs (k) (19)

La suite des 1/qy, est croissante et 1/« est P'espérance (i.e. la moyenne pondérée
pour la distribution des (7°°* (k) : k € [0,77])) des 1/ay. Par conséquent, on a :

k=T
é =2 k0 iﬂzbs (20)
k=T
> l<Eyigmt = (21)
k=T
= 22 im0 = (22)
on a donc trés facilement :
1 1 1
— << — (23)
(7)) « aT

Par conséquent, comme la suite aik est croissante, il existe ko € [0,7 — 1] tel
que :

1 1
<-<
Ay « Qko+1

(24)
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Donc on voit immédiatement que ’on a :
vk € [0, ko], (1 - 5) Tops (k) > 0 (25)
k

Vk € [[k‘o—Fl,T]], (1—2;) Tobs (k‘) <0 (26)

ce qui répond & la premiére partie de la proposition. Plagons-nous maintenant
dans Dintervalle entier [0, ko]. On a :

1 1
sur [0, ko], (a — CVk) est positive et décroissante (27)

sur [0,ko], 7 (k) est positive et décroissante (28)

par conséquent, sur [0, ko] le produit des deux suites précédentes nous donne
bien une suite décroissante positive. O

Ainsi, ce résultat nous donne-t-il effectivement 'intuition que la différence
wobs — iU ne pourra en aucun cas étre la réalisation d’un bruit blanc : car si
O est une observation "empirique" de w!"“¢, alors la distribution des signes
(sur la différence des valeurs) devrait étre complétement "aléatoire", c’est-a-
dire n’avoir aucune structure particuliére. L’exact opposé de ce que nous dit le
théoréme. De plus, si la distribution 7°°% est décroissante (ce qui a toutes les
chances d’étre le cas), on ne comprendrait pas pourquoi la différence est d’abord
strictement positive et décroissante.

Un autre résultat va maintenant enfoncer définitivement le clou :

Proposition 3. On a " = '™ sj et seulement si Vk € [0,T], ar = «

Nous verrons & quel type de données cela pourrait correspondre pour les
auteurs de I’étude. Encore une fois, ici, si les 7% étaient une observation des
i@ il ne pourrait y avoir aucun cas ot les deux distributions sont parfaitement

égales.

Démonstration. Evident puisque la relation donnée entre 7t = % est telle

que l'on a :

Vk € [0,T], wirue = aiwobs (29)
k

O

En fait, tous ces résultats sont assez superfétatoires s’agissant de montrer
que le lien unissant 7°°* & "¢ n’est pas un lien de "théorie" (ou vérité) a "ex-
périence" (ou observation). En effet, comme n’importe qui le remarque de fagon
immédiate, le lien entre % et "¢ est un systéme linéaire sous contraintes qui
admet une unique solution. Ce qui veut dire qu’il y a un déterminisme parfait
entre les deux : c’est la distribution des (ay, : k € [0,T]) qui détermine compleé-
tement ce lien. Bien sir, si I’on imagine ensuite que les oy sont des réalisations
d’une certaine loi de probabilité (par exemple qu’ils constituent eux-mémes un
bruit blanc), alors, effectivement, on pourra sirement vérifier que la différence
entre les 7% et les wt""¢ a quelque chose de stochastique. Mais ce n’est évidem-
ment pas ce que veulent signifier les auteurs. Nous allons comprendre que cette
dénomination entre w° et w!"¢ vient en fait d’une erreur liée & leur incapacité
profonde de raisonner sur un probléme parfaitement élémentaire de probabilité.
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2.2 Présentation du faux raisonnement des auteurs

Et lorsque nous disons élémentaire, ¢’est vraiment élémentaire : cela s’inscrit
parfaitement dans le cadre des programmes du lycée. Et les plus sérieux de nos
éléves n’auraient pas fait ’erreur qui a été commise par les auteurs. Nous allons
pour cela présenter le raisonnement utilisé dans I’article. Reprenons le probléme :
les auteurs disposent d’un certain nombre d’observations. Pour chaque jour, ils
connaissent les personnes hospitalisées. Leur objet d’intérét c’est de définir "la
probabilité de subir un événement (la mort D ou l’admission en service de ré-
animation intensif ICU aprés k jours d’hospitalisation"). Ils notent alors par
mire cette "probabilité". Grace a cet "objet" (la "probabilité"), les auteurs se
proposent de dénombrer, parmi leurs données, le nombre de personnes hospita-
lisées qui ont effectivement subi 'issue 5 € {D,ICU} (notons que pour chaque
issue, il y a un probléme séparé de probabilité méme si les deux problémes sont
analogues au début). Ils proposent le raisonnement suivant :

1. soit le patient est arrivé le jour O et il a subi S aprés k jours;

2. soit le patient est arrivé le jour 1 et il a subi 8 aprés k jours;

3. etc.

4. soit le patient est arrivé le jour m—k (on n’a pas de données aprés le jour

m : on imagine que m est le dernier jour pour lequel on a les informations,
ce qui est le cas lorsque I'on étudie une épidémie qui est toujours en cours
de déroulement) et il a subi 5 aprés k jours.

Si I'on note pour chaque jour j € [0,m] par H; le nombre de personnes hos-
pitalisées ce jour-1a, on voit donc, en utilisant la "probabilité" 71" et le dé-
nombrement précédent sur les dates d’hospitalisation, que 'on peut déduire le
nombre total de personnes ayant eu a subir I’événement [ par :

j=m—k
Ng (k) = Hymy ™ (30)
j=0

autrement dit, pour chaque date d’hospitalisation, on peut connaitre le nombre
de personnes qui subiront I’issue 8 au bout de & jours : il suffit de multiplier le
nombre de personnes hospitalisées & la date indiquée par la probabilité de subir
I’issue B au bout de & jours. En sommant alors sur toutes les dates possibles, on
a le nombre total de personnes ayant subi l'issue k. A partir de la connaissance
des (N (k) : k € [0,T]), on peut compter toutes les personnes qui ont eu & subir
'issue 8 depuis le jour j = 0 : il suffit de sommer tous les individus Ng (k), pour
tous les jours k possibles séparant ’entrée a 1’hopital et I’expérience de l'issue
5. On suppose que si un patient doit subir ’issue k, cela est possible entre k£ = 0
et k = T : autrement dit, les patients ayant expérimenté ’issue 8 (mort, soin
intensif) ne 'ont jamais fait plus de T jours aprés leur hospitalisation et peuvent
lexpérimenter dés qu’ils arrivent & I’hopital. Si Ng désigne le nombre total de
personnes ayant eu l’issue (3, lorsque 'on fait le bilan au jour m, on obtient alors
un nombre Ng donné par :

k=T k=T j=m—k
Ng=> Ng(k)y=>_ > Hpmz'm™ (31)
k=0 k=0 ;=0

Or, que nous disent nos auteurs? Qu’ils sont capables, par I’étude de tous les
dossiers faisant I’objet d’un enregistrement dédié, de déterminer Ng, Ng (k). Ils
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appelleront alors (W,‘;bs ke [[O,T]D ces rapports d’"observations empiriques"

des choses, liés & l'objet idéalisé 7?"“¢. Ainsi, ils en déduisent que I'on doit
former le systéme :

b Z] m— kH ﬂ.true
=T = Z] p—" H Wtrue (32)

Nj (k)
Ng

Ainsi, si 'on pose par définition :

A — Hj (33)

<.
(=)

on voit que l'on retombe exactement sur I’équation que nous avons étudiée au
début de ce document. En effet, on doit vérifier :

k=T k=T

o0s N (k) o0s N (k)
S o= fvﬁ =1, 7obs = ]Bvﬁ >0 (34)
k=0 k=0

d’autre part, par hypothése méme sur 7} ¢

bilité, on doit évidemment vérifier :

, puique c’est une densité de proba-

true > 0 Z ﬂ_true _ (35)

avant d’aller plus loin, interprétons la maniére avec laquelle on pourrait avoir
wobs = qtvre On sait que la condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit
ainsi c’est que :

Vk € [0,T], o=« (36)

or, on voit ici que «y, représente le nombre cumulé de personnes ayant été hos-
pitalisées a la date m — k. Par conséquent, pour que cette suite soit constante,
il est donc nécessaire que 'on ait :

Hy=Ng, Vj>0H, =0 (37)

Autrement dit, on aura égalité, pour les auteurs, entre w°% et 7t7"€ si et seule-
ment si tous les patients arrivent au jour 0 et ensuite plus aucun patient n’arrive.
On voit donc encore une fois ici que le !¢ n’a pas grand-chose & voir avec
une donnée "régularisée" (non bruitée) d’un w°%. La différence entre m!"%¢ et
wb est alors lie de facon déterministe & la maniére avec laquelle les patients

subissant l’issue 8 arrivent & ’hopital.

2.3 Le défaut de compréhension des probabilités en tant
que langage mathématique

Le "raisonnement" précédent, celui "comptant" le nombre de patients subis-
sant I’événement [, c’est celui que ferait & peu prés n’importe quel éléve de lycée,
I’homme de la rue, n’importe qui sachant manipuler I’idée de proportionnalité.
Evidemment, cela n’a aucun sens mathématique. Et c’est précisément pour évi-
ter d’avoir a faire ce genre de raisonnement totalement faux que depuis plusieurs
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siécles on développe la théorie mathématique des probabilités. Les probabilités
ont deux inconvénients majeurs pour le commun des mortels : d’une part, ce
sont des objets mathématiques QUI NE DOIVENT RIEN A L'INTUITION,
d’autre part ces objets parlent de MESURE SUR DES SOUS-PARTIES D’UN
ENSEMBLE. Ainsi, les probabilités ont réellement commencé & devenir précises
lorsqu’on les a introduites dans un formalisme mathématique via des fonctions
définies sur des sous-parties d’un ensemble. Ce que je rappelle toujours a mes
étudiants :

ON NE PARLE JAMAIS DE PROBABILITES SI L’ON N’A PAS D’ABORD
DIT A QUEL ENSEMBLE © CETTE PROBABILITE ETAIT LIEE. SINON,
CELA REVIENT A CONSIDERER DES PROBABILITES QUI SERAIENT
UNIVERSELLES INDEPENDANTES DE TOUTE AUTRE FORME DE CONSI-
DERATION.

Lorsque Q est discret (c’est-a-dire lorsque 'on peu dire qu’il y a un nombre
fini d’individus sur lesquels on veut travailler, c’est le cas de toutes les considé-
rations que I’on fait lorsque ’on s’intéresse & des populations), on note par P ()
I’ensemble de toutes les sous-parties de Q2. De fait, la définition mathématique
d’une probabilité se fait en considérant une application :

p:P(Q)—[0,1] (38)

qui vérifie (& peu prés) les deux propriétés suivantes :

p(@) =1, A(\B=0=p(AlJB) =p(4)+p(B) (39)

(en réalité, dans la deuxiéme propriété, on doit plutot, dans la définition, s’in-
téresser & une réunion infinie d’ensembles deux & deux disjoints). On peut voir
ainsi une probabilité comme la mesure d’un sous-ensemble rapportée a la mesure
de I’ensemble total. Si deux sous-ensembles n’ont pas d’éléments en commun,
alors la mesure de leur réunion, c’est la somme de leur mesure (propriété de
cardinalité).

Le détour par ces rappels via le formalisme mathématique est 1a pour appeler
chacun & la prudence : il n’existe pas de "probabilité en soi". Si vous commencez
a parler d’une probabilité sans dire & quel ensemble elle se rattache, vous étes
hors du champ de la science. C’est comme si vous disiez : il existe une probabilité
naturelle, intrinséque, d’avoir 40 ans. Ca n’a pas de sens. En revanche, dans une
population donnée, cela peut faire sens de définir une probabilité d’avoir 40 ans.
On la définira comme le nombre de personnes ayant 40 ans divisé par le nombre
total de personnes. Cela n’a aucun sens pour les personnes qui font proprement
des mathématiques de parler de probabilité sans parler de ’ensemble sur lequel
on définit cette probabilité. Si vous ne faites pas d’abord ca, tout ce que vous
ferez par la suite, si vous ne posez pas les choses formellement, n’aura aucun
sens. C’est exactement ce qu’ont fait les auteurs : leur approche des probabilités
ne dépasse pas celle de 'homme de la rue (pour lequel j’ai beaucoup d’estime
mais pas forcément en tant que scientifique). Ainsi, I’objet "n'"“¢" des au-
teurs est-il une chimeére : il n’a aucune existence scientifique car il
n’a aucune existence mathématique. C’est exactement pour cela que les
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raisonnements qui vont étre utilisés n’ont aucune validité scientifique : ce ne
sont que de grossiers discours sans rigueur. Pour finir, remarquons que dans le
"raisonnement" des auteurs, méme en acceptant l'idée qu’il y aurait existence
d’une probabilité en soi, le dénombrement était faux, car si I’on voulait alors
compter les individus qui avaient subi I’événement £, il ne fallait pas s’intéresser
au nombre total d’individus qui sont hospitalisés le jour j, mais seulement a la
proportion de ces individus qui ont subi par la suite I'issue 5. Autrement dit, il
fallait remplacer le H; (nombre de patients hospitalisés au jour j) par un H f
(nombre d’hospitalisations du jour j qui vont ensuite expérimenter I’événement

B)-

Comme nous ’avons dit, les probabilités s’attachent & donner des mesures "nor-
malisées"’ (c’est-a-dire en quelque sorte une valeur que 1’on peut voir comme
une proportion) de certains sous-ensembles d’un ensemble 2. Mais encore faut-il
pouvoir décrire proprement les sous-ensembles qui ont un intérét. Pour cela, il
faut introduire la notion de variable (aléatoire) associée aux individus qui com-
posent votre ensemble. Qu’est-ce que cela ?

En fait, dans une population donnée, chaque individu posséde sa "fiche" ca-
ractéristique, par exemple : son année de naissance, I’argent qu’il gagne chaque
année, le nombre d’enfants qu’il a, etc. Ces données chiffrées, une fois stockée
I'information dans un fichier, peuvent étre ressorties pour chaque individu de
la population qui nous intéresse. On définit une variable aléatoire comme étant
une application qui, & chaque individu, associe une valeur numérique intéres-
sante (age, revenus, enfants, etc.). Remarquez que dans la locution "variable
aléatoire"’, le mot aléatoire n’a aucune interprétation intuitive. On peut plutot
dire qu’il s’agit d’un vocabulaire historique. D’un point de vue mathématique,
une variable aléatoire (v.a. en notation abrégée) est exactement une application
(on dit aussi une fonction). Comme pour toute fonction, il faut dire & quel en-
semble image appartient le résultat. S’agissant par exemple de votre année de
naissance, on sait qu’il s’agit d’un nombre entier que ’on peut raisonnablement
situé apres 1900. On dit que la v.a. est entiére lorsque elle ne prend que des
valeurs entiéres. Dans ce qui nous intéresse, les seules variables aléatoires seront
entiéres. Non seulement elles ne pourront pas prendre de valeur négative mais
pour chacune d’entre elles, elles ne pourront pas non plus dépasser une valeur
limite (ainsi, si on s’intéresse & votre age, manifestement cela ne peut pas dé-
passer disons 120). Les variables aléatoires sont des fonctions que ’on notera
par des lettres latines en lettres capitales (X,Y, Z,---). Ainsi, on utilisera la
notation :

X :Q—[0,M] (40)

Ainsi, pour w € Q (pour un individu - un élément - de la population - de l’en-
semble - ), la notation X (w) désigne la valeur d’intérét associée a w. Une telle
valeur est entiére et vérifie I'inégalité 0 < X (w) < M.

Maintenant que ’on est armé de la notion de variable aléatoire, on va par-
ler d’une chose importante, celle d’image inverse. L’image directe c’est : je me
donne un individu, et je lui associe sa valeur d’intérét (i.e. son adge dans len-
semble d’arrivée). L’image réciproque pose le probléme inverse : si je me donne
une valeur spécifique de ’ensemble d’arrivée (par exemple 40 ans), je vais asso-
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cier & cette valeur I’ensemble des individus de la population qui ont précisément,
pour la variable d’intérét, la valeur donnée. Si X : Q — [0, M]), alors on a :

Vge[0,M], X ' (q)={weQtel que X (w)=q}CQ (41)

autrement dit, 'image réciproque prend une valeur de ’espace d’arrivée et ren-
voie un sous-ensemble de ’espace €. Ainsi, il est important de noter que I'image
inverse X 1 (-) est définie sur [0, M] mais elle est & valeur dans P (Q) (et non
pas dans ). On utilise souvent la notation suivante :

XY (k) est aussi notée par {X =k} (42)

ainsi, pour le répéter une nouvelle fois, la notation {X = k} désigne le sous-
ensemble de la population 2 dont les individus partagent la valeur k vis-a-vis
de la variable (aléatoire) X (Age, niveau de revenu, nombre d’enfants, etc.).

On peut, évidemment, pour une méme population, avoir envie de considérer
plusieurs types d’informations. On sera alors amené & considérer plusieurs va-
riables aléatoires X,Y,---. De sorte que l'on pourra avoir des sous-ensembles
décrits de la fagon suivante :

(X =k {¥ =1} (43)

qui sera ainsi I’ensemble des personnes ayant la valeur k pour la variable X (par
exemple X désigne ’age et k désigne la valeur 40) et la valeur [ pour la variable
Y (par exemple Y désigne le nombre d’enfants et | = 2). Alors on interpréte
{X =k}N{Y =1} comme étant I’ensemble des personnes ayant 40 ans et deux
enfants.

Pour finir, il faut maintenant se donner une maniére concréte de calculer les
probabilités sur ’ensemble P (£2). On choisira la probabilité dite uniforme, c’est-
a-dire que pour une sous-partie de B C 2, on calculera :

p(B) = gard(B)
ard (Q)
ot Card (-) compte le nombre d’éléments qu’il y a dans un sous-ensemble. C’est
la maniére la plus naturelle et évidente de définir la probabilité sur I’ensemble
P (2) quand on étudie les populations. Concrétement, cela signifie que chaque
individu "a le méme poids" statistique lorsque 'on cherche ensuite & établir
certaine valeur moyenne par exemple sur I’age, les revenus, le nombre d’enfants.
Ainsi, pour faire I’age moyen d’une population, on somme les ages de chacun
des individus et on le divise par le nombre total des individus. Ainsi, on a :

(44)

Yw e Q, p({w}) N = Card (f2) (45)

1
=5
ou {w} désigne le singleton associé a w, c’est-a-dire le sous-ensemble n’ayant
qu’un seul élément qui est w.

2.4 Comprendre ’erreur des auteurs - essayer interpréter
leur équation

Si nous avons pris le temps de rappeler tous ces éléments parfaitement évi-
dents du point de vue des probabilités et des mathématiques (en principe lar-
gement accessibles pour les étudiants et les éléves), c’est que, hélas, nos auteurs
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ne sont méme plus capables de faire proprement ce genre de travaux prélimi-
naires de modélisation. Ils pensent faussement les comprendre et les maitriser,
ou alors ils sont sincérement convaincus que c’est trop facile pour eux. En réalité,
ils en sont incapables. Incapables donc de modéliser proprement une situation
qui est le degré zéro de la modélisation en probabilité. Pour commencer donc,
définissons les deux ensembles d’intéréts. Il y a deux problémes, parfaitement
identiques dans leurs modélisations mais pas dans les ensembles auxquels ils
sont, attachés :

1. un probléme concernant le nombre de jours aprés lesquels on subit le
placement en soin intensif (ICU);
2. un probléme concernant le nombre de jours aprés lesquels on meurt (D).
Qp désignera ’ensemble des personnes qui sont mortes a ’hopital et I’ensemble
Qrcy désignera ’ensemble des personnes qui ont été placées en soins intensifs.
On notera par Qg, 5 € {D,ICU} ces ensembles. On note N3 = Card ({23) le
nombre total d’individus dans I’ensemble 23. On note par j = 0 le jour pour
lequel un premier patient a été hospitalisé. On suppose que 'on a des obser-
vations jusqu’a j = m. Pour chacun de ces ensembles, on définira les variables
aléatoires suivantes :
1. la variable aléatoire E : Q3 — [0, m] désigne le jour ou le patient subit
I’événement (3 ;
2. la variable aléatoire X : Qg — [0,T] désigne le nombre de jours aprés
hospitalisation au bout desquels 'individu subit I’événement S.
Ainsi, grace a ces deux variables aléatoires, on peut reconstruire la date d’entrée
a ’hopital par A = F — X. 1l est clair, par définition, que 'on a :

YVwe, 0<A(w)<m (46)

On va maintenant essayer de comprendre l'erreur des auteurs dans leur calcul.
Avant cela, on rappelle la notion de famille totale de sous-ensembles.

Definition 1. Soit By, -, B,, une famille de sous-parties de Qz. On dit que
c’est une famille totale dans Qg lorsque les sous-ensembles n’ont aucun élément
en commun et que leur réunion vaut Q entier. Autrement dit :

Vi#je[Ln], Bi(\B;=0, Bi|JB:|J--|JBn =2 (47)

Enoncons maintenant la loi des probabilités totales :

Proposition 4. Soit By, - - , B, une famille totale. Alors pour tout sous-ensemble
ACQgona:

PA) =P (Aﬂ Bi) (48)
i=1
On va maintenant pouvoir & peu prés essayer de recouvrer le calcul des

auteurs. C’est-a-dire comprendre le sens de wi™¢ en repartant du comptage
qu’ils ont essayé d’effectuer. Il est tout & fait clair que l'on a par définition :

Ng (k)

P(X = k) = =

(49)

21



c’est en réalité ce que les auteurs appellent (wgbs ke HO7T]]). Or, il est égale-
ment évident que la famille :

{E=j}t:5€[0,m] (50)

constitue une famille totale de 2. Concrétement, cela signifie qu’un patient ayant
subi l'issue 3, 'a forcément subie un certain jour compris entre 0 et m et que
s’il subit I’événement au jour j, il ne peut pas l’avoir subi au jour j' # j. On
applique maintenant la loi des probabilités totales :

j=m

PUX =k} = > P({X =k}{E=1}) (51)

§=0
A ce stade, on ne sait pas calculer la probabilité du sous-ensemble suivant :

(X =R {E=j}

Cependant, une chose est certaine : si vous subissez ’événement 5 & la date j et
que l'on sait que vous subissez cet événement k jours aprés votre date d’entrée
a ’hopital, c’est que vous étes rentré a la date j — k. On a donc :

{(X=k}({E=j}c{E-X=j-k} (52)

notons que 'on a en outre j —k < 0 = {F — X = j —k} = (. De l'inclusion
précédente, on tire alors :

P({X =k} {E=4}) <PUE-X=j—k}) (53)

(en effet, d’une fagon générale, les probabilités sont des fonctions croissantes
pour la relation d’inclusion, c’est-a-dire que si A C B alors P (4) < P (B)). On
va donc poser :

P({X =K} N{E = j})
PAE-X=j—k))
mk =0 pour P({E~X=j—k})=0 (55)

—npsi PUE-X=j—k})>0  (54)

ol 7, est un parameétre de I'intervalle réel [0,1]. La "subtilité" vient ici du
fait que si F (w) = j et X (w) = k, alors on a forcément (£ — X) (w) = j — k,
mais que on peut avoir (F — X) (w) = j — k sans que nécessairement on ait
E(w) = j et X (w) = k. Ainsi, si on trouve w tel que E(w) = j+ 1 et
X (w) = k = k + 1, la différence reste égale a j — k, mais la date de l'issue
et la durée sont différentes. Notons maintenant, pour faire comme les auteurs,
par Hjﬁ_k le nombre de personnes ayant subi ’'issue [ et hospitalisées & la date
j —k > 0. Par définition des probabilités sur €2, on a alors :

‘ . _H),
Vi k=0, P({E—X—j—k})= -2t (56)
Ng
On en tire anisi :
HY
P{X =k} HE=J}) =np——, j—k=>0 (57)
(X = ROV = 3}) = e
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d’ou ’on tire finalement :

(58)

HP | =ap>0 (59)

la quantité oy s’interpréte comme le nombre cumulé de personnes hospitalisé
entre les jours 0 et m — k (cette suite est donc décroissante) « représente le
nombre total de personnes hospitalisées, tandis que ar = Hy est le nombre de
personnes rentrées au jour j = 0. Ainsi, la durée k étant fixée, on sait que 1'on
peut trouver un nombre 71" tel que l'on ait :

j=m b i=m [f

-k _ j—k true __ Ak _true
ka = Z i T = Fﬂﬂk (60)
Jj=k Jj=k

Or, il est clair également que la famille des ({X = k} : k € [0,T]) est une famille
totale de €. Ainsi on a :

Z (X =k)=1 (61)

k=0
ce qui veut dire bien entendu que ’on a :

Z true -1 Z akﬂtrue Nﬁ (62)

On peut ainsi remplacer Ny par la somme précédente. On obtient au final :

akﬂ.? ue

true
Zz 0 T

ainsi, en reprenant leur notation 7% = P ({X = k}), on retrouve bien I'équa-
tion qu’ils ont eux-mémes posée.

Vke[0,7], P({X =k})= (63)

La question que l'on se pose est alors de savoir si les (7 : k € [0,7]) sont
eux-mémes une densité de probabilité. La réponse est non en général. Plus pré-
cisément, on a la proposition suivante :

Proposition 5. La famille (7i™¢ k € [0,T]) est une densité de probabilité si
et seulement si les oy, sont tous égauz @ Ng. C’est-a dire :

k=T
Zﬂ_irue:l@vke[[o,Tﬂak:Ng{:}HOZNB HJ:O,]>O (64)
k=0

Démonstration. C’est élémentaire puisque 'on a de fagon immédiate :

N,
e = 2P (X = k) (65)
ay
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or la suite (ay : k € [0,T]) étant décroissante, supposons qu’il existe kg tel que
ay, < Ng. Alors pour tous les indices entiers k > kg, on a 7i"¢ > P (X = k).
Comme on a forcément en outre 7i"¢ > P (X = k), on en tire alors :

k=T k=T k=T

Zwi’““e:Z&P(X:k)>ZP(X:k):l (66)

a
k=0 k=0 'k k=0

En réalité, la seule possibilité pour que w'"*¢ soit une densité de probabilité,

c’est que la suite (ay : k € [0,T]) soit constante, égale & Nz. On retrouve alors
une situation déja mise en avant, c’est-a-dire que Hoﬁ = Ng et Hjﬁ =0,7>0.
Autrement dit, tous les patients sont bien rentrés le méme jour j = 0. O

La conclusion de cette étude, c’est qu’il existe effectivement un cadre proba-
biliste pour comprendre I’équation qui est proposée par les auteurs. Cependant,
ce cadre ne permet aucune interprétation en termes de nouvelles probabilités
, puisqu’il consiste juste a poser wi™¢ = Ng/akwgbs. Pourtant, jouant de la
nature de l’équation qui est invariante par homothéties sur les distributions, on

peut toujours s’arranger pour trouver une solution probabiliste au probléme.

2.5 Comprendre la différence entre prénotion et science :
le retour aux dés

Pour voir & quel point la probabilité introduite par les auteurs n’est qu’une
pure chimére, il faut revenir & la situation des dés, que les rédacteurs ont in-
tégrée de facon délirante dans leurs considérations. Tant que ’on ne fait rien
de sérieux, au niveau du formalisme, on peut toujours dire qu’a chaque dé est
associé une densité de probabilité "réelle" : celle de réaliser, lors d’un lancer,
un chiffre annoncé a avance avec une probabilité "idéelle" de 1/6. Ainsi, cette
probabilité existerait "dans la nature" et si 'on savait lancer les dés de fagon
"parfaite", il va de soi que c’est ce que rendrait comme conclusion n’importe
quelle expérience s’attachant & "mesurer" ce qu’il en est de cette distribution de
probabilité. Nous allons montrer sur cet exemple élémentaire que le !¢ des
dés est évidemment impossible a retrouver avec le systéme linéaire absurde que
les auteurs essayent de reconstruire. Mieux, nous allons construire avec ces dés
et leur w¥""¢ exactement le méme raisonnement que les auteurs avec le temps
d’hospitalisation avant de subir ’événement (3. Pour cela, on imagine qu’une
personne réalise des expériences de lancers de dés.

1. Chaque jour pour j (j variant de 0 & 9), le joueur réalise H; lancers.
(cela correspond au fait que chaque jour il y a des patients qui arrivent
a I’hopital et qui vont subir 'issue ).

2. Pour chaque jour j, et pour chaque numeéro de face k, le joueur note par
N; (k) le nombre de fois ot le chiffre k est apparu le jour j.

Ainsi, 4 la fin des 10 jours, on a observé, pour chaque numéro de face k, un
nombre d’apparitions N (k) qui vaut simplement :

Vk e [1,6], N (k)= N; (k) (67)
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Le nombre total de lancers, N = 100, on peut l’obtenir en disant que c’est la
somme, pour tous les chiffres possibles compris entre 1 et 6, du nombre de fois
ou ces chiffres sont apparus. Ainsi, on retrouvera que 'on a :

N=> N(k) (68)

Pour chaque chiffre k, on peut alors définir sa fréquence d’apparition (le fameux
7o) par le rapport entre N (k) et N. On a ainsi :

N (k

e = T (69)
il est évident que 7** est ainsi une densité de probabilité car tous les termes
sont positifs et, par définition méme de IV, la somme sur ces valeurs vaut 1. Or,
maintenant, que vont dire nos auteurs ? Puisqu’il existe une "vraie" probabilité
d’obtenir le chiffre k, on peut s’attendre a ce que, chaque jour, le nombre N; (k)
soit en fait donné par :

Nj (k) = Hjﬂ',tcrue (70)

On reconstruit alors les données par :

j=10 j=10 k=6 k=6 j=10
N(k)=> Hjme=|> H; |, N=> N(k) =Y > Hm"
Jj=0 j=0 k=1 k=1 j=0
(71)
Si 'on pose maintenant :
j=10
Vk € [1,6], ar= Y H;j=a (72)
§=0
on peut donc retrouver exactement 1’équation des auteurs qui est :
true
b kT
7712 5= Ttrae (73)
1=1 AT
true

comme alors les oy, sont constants, on est dans la situation évidente ot m;""¢ =
mgPs. Ainsi, si vous avez effectivement observé une distribution 7°°* sous la forme

{0.14,0.18,0.16,0.17,0.13,0.22}
et que dans votre idéal la densité de probabilité est effectivement
{1/6,---,1/6}
vous en arrivez immédiatement & la conclusion que :
0.14=1/6, 0.18=1/6, 0.16 =1/6, 0.17=1/6, 0.13=1/6 0.22=1/6 (74)
et donc par transitivité de 1’égalité, vous en arrivez & :

0.14=0.18=0.16 =0.17=0.13 = 0.22 (75)
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Mais, vous diront les auteurs de ’article : certes, ces égalités ne sont pas exactes,
mais tout de méme elles sont bien vérifiées de maniére approchée... L’erreur dans

ce raisonnement est évidente : le nombre N; (k) n’est jamais le nombre Hm"¢.

Ce que l'on peut juste dire, c’est que H,;mi™¢ constitue un nombre révé : cela
revient & prendre vos réves pour des réalités. Quoi qu’il en soit, leur 7"%¢ est une
grandeur sortie tout droit de leur imagination. Elle ne représente absolument
rien. Elle n’est donc pas susceptible d’une modélisation mathématique. Faire
des mathématiques, c’est sortir des prénotions (au sens de Durkheim) pour faire
entrer la discussion dans la sphére scientifique. Soit I’exact opposé de ce que font
les auteurs. Donc, lorsque vous partez d’un monde imaginaire, vous écrivez, sans
aucune forme de rigueur, des équations qui n’ont plus aucun sens. C’est pour
cette raison qu’il faut toujours repartir du formalisme. C’est ce que nous avons
fait avec un ensemble précis, des variables aléatoires précises, et des formules
diment démontrées de la théorie des probabilités. Pour en arriver a la conclusion
que 7€ n’avait effectivement aucune consistance. Ainsi, il est parfaitement
établi que les auteurs ne comprennent absolument rien & la modélisation et aux

calculs des probabilités.

3 A la recherche d’un modéle

Dans la partie précédente, nous avons donc dissipé ’idée que les 7/7%¢ puissent

avoir une quelconque interprétation probabiliste précise. D’ailleurs, si pour la
suite de la discussion nous allons quand méme travailler avec le distribution
wirue, c’est juste pour respecter le parti des auteurs. Nous verrons en pratique
(numérique) que la différence entre m'"%¢ et des w°* est d’ailleurs assez mar-
ginale (tout de méme de l'ordre de 9%). Evidemment, nous nous interdirons
formellement d’utiliser, quant & nous, les wi"“e,

3.1 A propos de ’estimation paramétrique

Une fois donc les 8% en poche - mais cela les auteurs n’ont pas méme

cherché & savoir si on pouvait les obtenir facilement car leur culture théorique
est nulle -, on peut maintenant essayer de leur donner un "modéle". Cela revient
a dire en gros que l'on cherche une fonction "continue" dont 7§"“¢ serait une

approximation discréte. Qu’est-ce que cela?

En fait, dans les données fournies par les hopitaux, seul le jour de I'issue (mort
D ou admission en soins intensifs ICU) est manifestement pris en compte. Il
est possible de penser que I’heure de la mort est donnée, car il faut manifeste-
ment prononcer le décés. S’agissant de I'entrée en soins intensifs, il est moins
évident que I’heure d’entrée dans le service apparaisse dans les données. Bref,
de toute facon, connaitre le jour parait largement suffisant. Mais pour nos au-
teurs, cela est d’une imprécision insupportable : ce qu’ils veulent savoir, ce n’est
pas seulement le jour auquel vous étes mort, mais bien I’heure, la minute et
méme la seconde & laquelle I’issue 8 vous est arrivée. La réponse a la question
qu’ils cherchent c’est : combien d’issues § entre 10h30 et 11h45 aprés k jours
d’hospitalisation ? Il y a peu de chance que cela puisse étre pertinent pour com-
prendre le phénoméne qui est décrit, mais bon, encore une fois, il s’agit pour les
auteurs d’essayer de faire la démonstration de leur maitrise des techniques ma-
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thématiques. Il y a toujours un certain "prestige" & manipuler les probabilités
continues plutot que les probabilités discrétes. Surtout, on a beaucoup plus de
"moyens" de modéliser le continu (plus de lois sont disponibles) que de le discret.
La encore, les auteurs vont faire preuve d’'une maniére sidérante de considérer
les problémes, montrant la pauvreté inouie de leur culture mathématique.
L’idée des auteurs est la suivante : pour eux, chaque densité observée 7} "¢
est en fait la valeur moyenne d’une loi de probabilité observée du jour k au jour
k + 1. Ils supposent donc qu’il existe une "densité continue" de probabilités,
qu’ils vont noter f (t) telle que : la probabilité de subir I’événement § entre
les instants ¢ > 0 et ¢ + dt est f(¢t)dt (dt désigne ici une durée trés courte,
que lon dit souvent "infinitésimale" (au sens de Leibnitz)). Ainsi, le nombre de
personnes subissant I’événement 3 entre t et ¢t + dt est donné par :

dNj (t) = Naf (t) dt (76)

Npg étant toujours le nombre de personnes ayant subi I’événement 3. Bien stir,
pour qu’une définition d’une telle sorte fasse sens, il faut au moins trouver une
personne subissant I’événement 8 & chaque intervalle de temps dt. Ce qui signifie
en gros que vous devez avoir un flux quasi continu de morts (D) ou de mises en
soins intensifs (ICU) : heureusement que ce n’est quand méme pas tout a fait le
cas dans les hopitaux. Mais & nouveau, peu importe aux auteurs la pertinence
de ce qu’ils posent : il s’agit d’en imposer. Sachant que ’on a alors, par un
formalisme d’intégration :

+oo +oo +oo
Nﬁ:/ dNg (t):Ng/ f{t)dt < f@)dt=1 (77)
t=0 t=0 t=0

En principe, le comptage doit s’arréter a t = T, et donc l'intégration aussi. Il
faut supposer que, pour le phénoméne étudié, ce qui pourrait provenir d’évé-
nements entre T et +oo est effectivement négligeable... Reprenons maintenant
notre variable aléatoire X qui donne la durée d’hospitalisation avant de subir
lissue . Cette durée est maintenant comptée en temps "continu" (c’est-a-dire
avec une précision "infinie" et cette variable n’est plus bornée par T' (on ima-
gine qu’il y a des gens qui vont rester une durée jusqu’a l'infini avant de subir
P’événement (). On va donc écrire :

X:Qs >R (78)

ou R™ désigne I'ensemble des réels positifs, (ici les durées d’hospitalisation avant
l’événement 3). Pour que ce soit intéressant, on suppose que €23 a un nombre
trés grand d’individus... On va considérer dans cet ensemble RT des "plages"
de durée. C’est-a-dire que ’on va se donner deux instants 0 < s < t et on va
définir :

{s<X<t}={wep,s<X(w) <t} (79)

comme étant ’ensemble des personnes ayant subi ’événement 5 pour une du-
rée comprise entre s et ¢, aprés leur hospitalisation. La probabilité qu'un tel
événement arrive est donnée, selon le formalisme intégral par la quantité :

P({nggt}):/tf(T)dT (80)
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Les auteurs cherchent donc une fonction f : Rt — RT (c’est une densité de
probabilité continue) qui vérifie alors pour chaque jour k € [0, T]

t=k+1
Vk € [0,T —1], we = / f(t)dt (81)
t=k
“+ oo
k=T niivue = / f(t)adt (82)
t=T

Notez que la derniére condition est faite pour assurer le fait que la famille
(mrue : k € [0,T7]) vérifie bien la condition de normalisation :

k=T
> mpre =1 (83)
k=0

(ce qui est bien le minimum lorsque 1’on traite de probabilité). Dans leur article,
les auteurs ne se sont pas méme donné cette peine puisqu’ils ont défini :

T=T+1
mhrue = / f(r)dr (84)
=T

mais il y a longtemps que 'on n’est plus & ¢a prés... Donc il faut trouver une
fonction f, positive, qui vérifie les conditions précédentes. Sauf que : I’ensemble
des fonctions f qui potentiellement vérifient de telles équations est tout & fait
gigantesque. Il n’y a donc évidemment pas unicité de la solution du probléme
précédent et méme trés loin de 1a. L’interprétation mathématique est évidente :
vous essayez de recréer une information ultra fine sur la durée d’hospitalisation
avant I’événement (3, alors que vous n’avez pas les moyens d’une telle précision.
Par conséquent, la seule conclusion & laquelle vous pouvez parvenir, c’est que
sans autre information supplémentaire, I’affaire est sans espoir. Que faire donc
pour trouver la fameuse fonction f? Il faut que vous injectiez vous-méme de
I'information supplémentaire pour faire en sorte que le systéme posséde une
solution unique. Le probléme, c’est que la plupart du temps, cette information
est arbitraire.

1. Pour I’événement D, les auteurs ont remarqué que la décroissance des

T4 avait Pair plus complexe & décrire. Dans leurs considérations, ils
écrivent qu’il existe manifestement deux types d’individus mourant &
I’hopital : une fraction d’entre eux meurent trés rapidement aprés I’hos-
pitalisation, tandis qu’une autre fraction meurt de facon plus étalée dans
le temps. Reprenons leurs propos :
"Nous remarquons qu’une partie des individus meurent en dessous d’une
durée trés courte aprés leur entrée a Uhopital. Nous utilisons donc un mé-
lange d’une distribution exponentielle pour ceux qui meurent avant cette
durée courte et une distribution lognormale pour ceux qui meurent apres
cette durée courte.”

T ~ (1 — p) * exponentielle (m) + p * lognormal (p1, o) (85)
ce qui est remarquable, avec cette formulation qui a ’air anodine, c’est
qu’elle montre exactement en quoi les auteurs ne maitrisent absolument
pas le vocabulaire des probabilités. Nous allons analyser dans le détail ce
qu’ils entendent par cette décomposition, et comment on peut y accéder
de fagon élémentaire.
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2. Pour I’événement ICU, les auteurs ont choisi de chercher la fonction
frcu sous la forme :

Vt >0, frcu (t) = Aexp (—At) (86)

C’est la loi dite exponentielle. Pourquoi un tel choix? En fait, cette loi
modélise ce qu’il est convenu d’appeler les phénoménes sans mémoire. En
pratique cependant, ce qui vous fait choisir une telle loi comme modéle,
c’est le fait que vous constatez que la suite des /"¢ décroit trés rapi-
dement. Et donc, la décroissance rapide, c’est ce qui suggeére d’utiliser
une fonction exponentielle. Pas plus. On aurait pu choisir plein d’autres
types de fonctions... Cela reste assez arbitraire. Donc peu intéressant.
Une chose importante a signaler dans la suite : la loi exponentielle ne dé-
pend que d’un seul paramétre \. Ce paramétre est 1ié & la valeur moyenne
de la variable aléatoire par la relation :
1
A= E(X) (87)
ou E (X) désigne la valeur moyenne de X, c’est-d-dire pour nous le
nombre de jours moyen qu’un individu reste hospitalisé avant de su-
bir I’événement ICU. C’est une valeur trés facile & obtenir dés que vous
connaissez la densité de probabilité (7} : k € [0,7]). Nous y revien-
drons.

3.2 Estimer les paramétres de la distribution associée a la
mort (D)

En réalité, la décomposition que proposent les auteurs peut étre formulée de
facon simplissime grace a la notion de probabilité conditionnelle. En effet, grace
a la variable aléatoire X : Qg — [0,T] que nous avons introduite et qui associe
a chaque individu w la durée d’hospitalisation avant de subir I’événement g,
on peut, pour une "courte durée" kg fixée, s’intéresser aux seuls patients qui
subissent I’événement avant kg. Par définition, cet ensemble d’individus c’est :

{X <ko} CQp (88)

Ainsi, on veut maintenant définir deux probabilités : celle associée aux individus
subissant leur issue avant kg (la fameuse courte durée) et ceux subissant leur is-
sue aprés kg. Ces nouvelles probabilités, ce sont des probabilités conditionnelles.
Elles disent : Sachant d’abord que j’ai subi mon événement avant la durée ko,
quelle est la probabilité que j’ai de subir cet événement & un instant k7 Il est
clair que pour k > ko une telle probabilité est nulle. On rappelle la définition
mathématique de la probabilité conditionnelle :

Definition 2. Soit B C Q3 un sous-ensemble tel que P (B) > 0. On définit sur
P () la probabilité conditionnelle P (- | B) par la formule suivante :

P(ANB)
VACQp, P(A|B)=——-—=
9, P(A1B)= [ (59
Pour les auteurs, les deux événements intéressants sont donnés par :
B={X <k}, B={X>ko} (90)
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on dit que B est le complémentaire de B, c’est-a-dire que B|JB = (5 et
BOB=10:
1. la probabilité conditionnelle selon B, c’est celle des gens qui meurent
avant la durée ko ;

2. la probabilité conditionnelle selon B, c’est celle des gens qui meurent
aprés la durée k.

Pour 'une, ils proposent ensuite un modele selon une loi de type exponentielle,
pour 'autre, un modéle de type lognormal. Puisque B, B est une partition, on
a tres facilement :

VAC Qs P(A) = P(AﬂB)+P(Aﬂ§) (91)
= P(A|B)P(B)+P(A|B)P(B) (92)
= (1-P(B))P(A|B)+P(B)P(A|B) (93)

Ainsi, on peut maintenant trés clairement établir ce que les auteurs cherchent
en réalité :

1. le facteur p est en fait P (B) =1 — P (B);

2. la loi exponentielle (m) est en fait la loi P (- | B);

3. la loi lognormale (u, 02) est en fait la loi P ( \E)

Le dernier probléme & résoudre, qui n’est pas donné par les auteurs, c’est que
I’on ne connait pas ky. Il est possible de penser que n’ayant pas formalisé suffi-
samment leur probléme, ils attendaient de retrouver p grace a ’algorithme des
moindres carrés. Il est tout a fait possible que ce soit le cas car, dans les résultats
qui sont donnés, les auteurs indiquent alors :

P (short delays) (94)
Il semble donc raisonnable de penser que pour les auteurs on a :
P (short delays) = P (X <k{)=(1—p) (95)

Cependant, comme aucun détail n’est fourni dans article, il est impossible,
méme pour le reviewer le plus sérieux, de savoir ce qu’il en est...

3.3 La méthode employée par les auteurs

Dans ce que nous avons présenté, nous avons prouvé que l'estimation des
T4 se faisait de fagon unique et analytique par rapport a la donnée des mwobs,
Mais ¢a, bien siir, les auteurs l'ignorent de facon sidérante. La raison pour
laquelle ils ignorent cela, c’est qu’ils n’ont jamais pris la peine d’analyser leur
équation. Tout mathématicien qui se respecte essaye, au minimum, de savoir s’il
y a existence d’une solution et s’il n’y a pas d’unicité, comment on peut rendre le
probléme unique. Une fois que vous essayez de répondre & cette question, dans le
cas qui nous intéresse, le théoréme dont vous avez besoin vous donnera en prime
la forme exacte de la solution permettant de calculer 7"“¢ (dont on rappelle
qu’il n’a cependant aucune interprétation probabiliste vis-a-vis du phénoméne
étudié). Donc, pour les auteurs, il y a un souci qui est qu’ils ne savent absolument
pas ce qu’il en est de leur probléme s’agissant de ’existence ou non d’une solu-
tion. Ils savent qu’ils cherchent une densité de probabilité, mais ils ne savent pas
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comment la trouver. D’autre part, une fois trouvé le "z!"“¢" les auteurs veulent
trouver les densités continues dont ils pensent que ces (7} : k € [0,T]) sont
une moyenne dans U'intervalle [k, k + 1) (et pour k =T on pose k + 1 = 400).

Plutét que de traiter chaque probléme séparément, ce qui permet en fait,
comme nous allons le voir, de gagner en simplicité et en efficacité, les auteurs
vont en fait traiter deux problémes en méme temps, sans aucunement savoir si
chacun d’eux, pris séparément, a une solution. Je vous explique.

Imaginons d’abord que vous ayez les (7} : k € [0,T]). Vous cherchez une den-
sité qui a une forme particuliére (exponentielle, lognormale, etc.), c’est-a-dire
qui dépendent dépend de certains paramétres, mais que vous ignorez effective-
ment. Vous notez par (f [0] (¢),6 € ©) ces fonctions. Comme vous vous dites de
vous connaissez les valeurs moyennes de la densité sur certains intervalles, vous
vous dites qu’il suffit de résoudre I’équation des intervalles, c’est-a-dire trouver
0 € O tel que 'on ait :

t=k+1

ke [0,T —1], wire — / IICIC (96)
t= .
k=T, mlre — /t:T £10](t) dt (97)

vous avez donc a priori une équation avec T+ 1 équations, pour un nombre de
paramétres n (pour nous n = 4 dans le cas de I’événement 5 = D - la mort - et
n =1 dans le cas de I’événement 8 = ICU). Il s’agit de ce que I'on appelle un
probléme inverse. Qu’est-ce que cela?

Si vous connaissez 6, vous connaissez la fonction f[6] (t) et il est trés facile
de produire les (7)€ : k € [0,T]) via un calcul d’intégrale : c’est le probléme
direct. En revanche, si on vous donne les (7§"“¢ : k € [0,T7]), il est fantastique-
ment difficile de remonter & 6 : c’est le probléme inverse. Commencons par faire
une remarque : supposons que les fonctions f [0] (¢) soient paramétrées par n pa-
rameétres (0 = (61, ,6,)). Alors, le systéme que l'on a écrit précédemment se
traduit par la résolution d’un systéme de T+ 1 équations pour n inconnues. Qui
plus est ces équations sont gravement non linéaires (pour le cas linéaire, on sait
étudier la nature du systéme grace au théoréme de Rouché-Fontené). Lorsque
n < T (ce qui va étre toujours le cas pour nous : par exemple, pour 1’événement
B, on aura 4 paramétres inconnus pour 23 valeurs de (7} : k € [0,T7])), cela
pose un probléme trés délicat car il y a des problémes de compatibilité des don-
nées : il est tout a fait clair que n’importe quelle série de (7" : k € [0,77]) ne
pourra pas donner lieu & une solution en 6. Dit autrement, il nous manque une
donnée essentielle qui est la suivante. Définissons l'application suivante :

L:© — R (98)
1 T “+o0
0 - ( | rowa [ rowa [ 0 <t>> (99)

La question qui se pose est la suivante : si je me donne ’ensemble O, puis-je
décrire 'ensemble image L (©) C REH ? La réponse est totalement négative a
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priori : c’est beaucoup trop dur. Autrement dit, si vous vous donnez a priori des
valeurs de (7}"“¢: k € [0,T7]), vous n’avez aucune maniére de savoir s’il existe
bien des paramétres 6 qui vont vous permettre de résoudre le systéme que vous
avez posé. Mieux : quand vous calculez dans le sens direct, il y a en général
une grande régularité dans les fonctions f [0] (-) et les images que vous calcu-
lez (les L ()) ont elles aussi une forme de "régularité" (absence de bruit). Or
les (wi™¢: k € [0,T]) que vous avez récupérées (et qui sont déterministes par
rapport aux (7" : k € [0,T7), sont elles-mémes bruitées : il n’y a donc aucune
chance pour que le systéme que vous posiez ait une solution en 6. Comment
faire alors ?

L’une des méthodes les plus efficaces va permettre :
1. ala fois de "débruiter" le signal (7" : k € [0,T7]);

2. a la fois de n’utiliser que l'information dont on a besoin, c’est-a-dire
d’avoir autant d’équations que d’inconnues.

Cette méthode, c’est la méthode des moments. Il s’agit 14 de I'un des problémes
les plus célébres et les plus étudiés des mathématiques. Le probléme des mo-
ments, comme on ’appelle, est associé & de grands noms, en particulier celui
de Hilbert, car il est lié au XVIIe probléme du mathématicien allemand sur les
polyndmes positifs. Le cas qui nous intéresse est le plus accessible a priori. Résu-
mons : plutot que de chercher les paramétres qui vont nous rendre toutes valeurs
moyennes sur [k, k + 1], on va utiliser ces valeurs moyennes pour retrouver les
moments associés aux densités f [0] (¢).

Definition 3. Soit g : Rt — RT une densité de probabilité, c’est-a-dire une
fonction positive vérifiant :

+oo
/ gty dt =1 (100)
t=0

On dit qu’elle admet un moment d’ordre g, que l’on note par g (g) lorsque l'on
a la condition suivante :

/+oo tg (t) dt = piq (g9) < +00 (101)
t=0

Grace a la connaissance des (7} : k € [0,77]), on va pouvoir former leur
moment empirique d’ordre ¢ par la formule suivante :

Definition 4. Pour une distribution (py : k € [0,T]), on calcule son moment
(empirique) d’ordre q sous la forme :

(102)

k=T
i, (p) =
k

=0
En fait, pour trouver une approximation des moments d’ordre ¢, nous avons
besoin d’une formule de quadrature. Nous voulons en outre que cette formule

de quadrature pour le moment d’ordre ¢ soit exacte pour les densités de pro-
babilité qui sont constantes sur les intervalles de la forme [k, k + 1],k € [0,T7].

(k+1)7T" — gat?
g+ 1 Pk
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Supposons donc que f vaille fj sur un intervalle de la forme [k, k+ 1]. On a

alors :
t=k+1
/ t? frdt =
t

=k

103
qg+1 (103)

(k + 1)Q+1 _ kq+1]
k

Notons que cette technique est "régularisante" : §’il existe des "bruits" de me-
sure sur les (py : k € [0,T]), alors le fait de réaliser une somme aura tendance
a gommer les bruits dans le résultat. Les "erreurs" ont ainsi tendance a se com-
penser. Ainsi, si ’'on cherche n paramétres, on calculera les moments de 1 & n
(sachant que le moment d’ordre 0 dit juste que la famille est une densité de
probabilité : autrement dit, la somme de tous les termes est égale & 1). Ainsi,
on va chercher & résoudre maintenant le systéme :

—+oo
Vie[l,n], @ (z"¢) = / t'f10] () dt (104)
t=0

Ce probléme est beaucoup mieux posé. Il y a autant d’équations que d’inconnues.
De plus, on a, grace a aux matrices de Hankel, une caractérisation du fait qu’il
existe au moins une densité de probabilité qui vérifie I’équation aux moments
(cela ne voudra pas dire qu’elle sera forcément de la forme f[0](¢)) mais au
moins on ne résoudra pas un probléme dont on sait & ’avance qu’il n’a pas de
solution.

1. Sil’on cherche une loi exponentielle qui vérifie une certaine équation aux
moments, c’est trés facile : cette loi ne dépend que du premier moment.
Ainsi, pour 7z, (m'7%¢) > 0 positif donné, il existe une unique loi expo-
nentielle de la forme \exp (—At) qui donne comme moyenne 1, (w!"¢).

Elle vérifie la relation :
Ao L (105)
ﬁl (,"-true)
2. Si Ton cherche une loi lognormale de paramétre p (qui n’est pas la
moyenne) et o (qui n’est pas la variance), 1a encore, c’est facile car
il suffit de résoudre le systéme linéaire suivant :

1
I (7, (x70)) = p+ 5o* In(f (7)) = 2+ 20° (106)

ce qui donne exactement :

p= 5 (40 (7 (1)) ~In (7, (2'7)) (107)
o® =1n ({1, (x'"¢)) — 21n (@ (x'")) (108)

On en déduit une condition nécessaire et suffisante pour que des moments
empiriques soit effectivement réalisables contre une densité de type loi
lognormale : il faut et il suffit que I'on ait 7, > 0, T, > 73

On voit que l'on a simplifié les problémes au maximum, en gardant les in-
formations nécessaires qui sont optimales pour leur mise en pratique, tout en
controlant I'existence et 'unicité des solutions a chaque étape : nous avons donc
un probléme trés bien posé pour sa résolution mathématique et numérique. Si
le modeéle proposé a un fondement, alors il est certain que nous trouverons la
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solution. Qui plus est de fagon totalement élémentaire : exactement & I'inverse
de ce que font les auteurs. Qu’ont donc fait les auteurs?

D’abord, ils n’ont jamais employé la méthode des moments (pourtant & uti-
liser de fagon prioritaire, elle est aussi simple qu’efficace). Pourquoi ? Tout part
du fait qu’ils ne savent pas résoudre le systéme de Frobenius. Ainsi, ils posent
effectivement 1’équation :

true
AT
mirue = =2k (109)
=1 true
1=0 U7

et ils imposent qu’ils cherchent une densité de probabilité, c’est-a-dire, une
famille (7} : k € [0,T]) d’éléments positifs dont la somme vaut 1. Mais ils

étaient incapables de trouver la formule :

~

1=
1 1 obs

s =—my, — = —m 110

k L o l (110)

[}

Donc, comme ils sont ignorants, ils vont faire d’une pierre deux coups :

1. IIs vont paramétrer la solution qu’ils cherchent, les (7} : k € [0,T7]),
par les fameuses fonctions f[6](t) : de cette maniére en posant pour
chaque k € [0,T] le fait que :

t=k+1
rirue = / £16] (2) dt (111)

=k

on est sir alors que les 7} sont positifs et que leur somme vaut effec-

tivement 1. (& condition toutefois, comme nous l’avons signalé que pour
le dernier élément 747“¢ | intégrale se fasse sur I'intervalle [T, +00))

2. Maintenant ils vont faire jouer leurs paramétres 6 € © de sorte que leur
objectif, & savoir faire coller les (7{"™¢: k € [0,T]) avec leur "observa-
tion" wo*), soit réalisé

VOILA CE QUE L’ON PEUT APPELER UNE RESOLUTION "EN DOUBLE
AVEUGLE" : VOUS NE CONNAISSEZ PAS LES (7j™¢ : k € [0,T]) ET VOUS
NE CONNAISSEZ PAS LES PARAMETRES ¢ MAIS VOUS ALLEZ RE-
SOUDRE LES DEUX D’UN COUP.

Enfin bon, sauf que, vous n’allez rien résoudre du tout car comme nous 1’avons
déja dit : si vous ne passez pas par les méthodes des moments, il est impossible
que le systéme des équations suivant :

1 T +oo
(/ rel@a- [ o | f[9](t)>=

(7_(_(t)rue7 . ,ﬂ_é&,rue) (112)

ait une solution sur les paramétres 6. Donc, par conséquent, il est impossible
que les auteurs trouvent la solution du systéme linéaire (lequel d’ailleurs a été
mis sous forme non linéaire, ce qui est le pire crime numérique que 1’on puisse
connaitre) en utilisant leur approche. Pourtant, ils vont annoncer avoir trouvé
une solution comment ? C’est ’'objet de la section suivante.
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3.4 Comment toujours trouver des solutions aux équa-
tions impossibles

On arrive doucement au cceur de la méthode des épidémiologistes (en tout
cas des auteurs de cette étude). Avoir une méthode qui donne toujours des so-
lutions, méme quand il n’y en a pas. Cela s’appelle "la méthode des moindres
carrés". C’est la fameuse phrase des auteurs :

We estimate parameters of the true delay from hospitalization to death distribu-
tion w4 for each group in turn by minimizing the sum of squared error (SSE)
of the distribution w°*P to the observed data wo°.

(traduction : nous donnons une estimation des paramétres associés a la distri-
bution 7w"“¢ du délai véritable de la durée d’hospitalisation avant la mort en
minimisant la somme des erreurs au carré de la distribution 7¢*? aux observa-
tions wo®).

Je vous explique sur un exemple simple. Imaginons que vous cherchiez a ré-
soudre I’équation :

Touwver z € R, tel que x> = —1 (113)

bien str, chacun sait qu’une telle équation n’a pas de solution dans les ensembles
réels car le carré d’un quelconque nombre réel est toujours positif. Les mathé-
maticiens sont formels. IlIs ont d’ailleurs inventé les nombres complexes pour
résoudre cette équation. Invention 6 combien salutaire pour I’histoire de 1'hu-
manité. Mais pour les épidémiologistes, jamais rien d’impossible. Voyez plutot
ce qu’ils vont faire :

1. ils vont former la différence entre I’objectif (—1) et la fonction qui s’ap-

plique & leur inconnue. IlIs forment donc la quantité z2 + 1;

2. ensuite ils vont dire que résoudre I’équation revient a résoudre I’équation
22+ 1 =0 (ils sont trés forts) ;

3. ils disent alors, en élevant les deux membres au carré, que cela revient a
résoudre I’équation (x2 + 1)2 =0;

4. puisque la fonction carré est toujours positive ou nulle, ils disent alors
que pour que cette fonction soit égale a 0, eh bien il suffit qu’elle atteigne
son minimum ;

5. donc ils affirment qu’en trouvant le minimum de la fonction (x2 + 1)2,

ils vont résoudre ’équation 22 = —1.

Evidemment, I'arnaque dans cette méthode, ¢’est que I’on peut trouver le mi-
nimum de la fonction (x2 + 1)2 sans que ce minimum soit égal a 0, c’est-a-dire
sans que le z qui réalise le minimum ne résolve ’équation. Le drame, en outre,
c’est que sous des hypothéses trés faibles (c’est-a-~dire qui sont quasiment tou-
jours vérifiées), les problémes d’optimisation que ’on pose par la méthode des
moindres carrés ont quasiment toujours des solutions optimales. Mais notons
deux choses :

1. il est parfois trés difficile de trouver les minima car on peut souvent
trouver ce qu’il est convenu d’appeler des optima locaux, mais trouver
les minima globaux est une autre paire de manche;
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2. évidemment, il n’y a pas d’équivalence entre la solution de la minimi-
sation et le fait d’avoir trouvé la solution de l’équation : s’il y a une
solution & I’équation, la résolution effective du probléme d’optimisation
vous donne une solution. En revanche, il y a toujours une solution au
probléme d’optimisation méme si ’équation n’a pas de solution.

Ainsi, si ’on développe la méthode des moindres carrés pour I’équation z2 = —1,
on transforme cela en un probléme de minimisation, c’est-a-dire trouver le mi-
nimiseur de la fonction (w2 + 1)2, qui existe toujours de facon unique : c’est
x = 0. Ainsi, les épidémiologistes en sont certains : I'unique solution de ’équa-
tion 22 = —1, c’est £ = 0. On a donc & ce titre 0 = —1. Certes, on en reste un
peu pantois, mais ce n’est pas grave. Aprés tout, 0 n’est pas strictement égal
a —1, mais c’est sans doute une approximation acceptable de la vérité... Donc
x = 0 n’est pas loin de résoudre I’équation : on a fait du bon boulot.

C’est exactement ce qu’on fait nos épidémiologistes : il est évidemment impos-
sible de trouver des paramétres 6 tels que ’on ait simultanément les égalités :

t=k+1

Vk € [0,T], == / f16] (t) dt (114)
t=k
true
ke [0.T], af = e (115)
1=0 YT

(sauf & commettre ce que 'on appelle le crime inverse : c’est-a-dire calculer
directement le membre de gauche & partir du membre de droite), mais qu’a cela
ne tienne, on va mettre tout mettre dans un probléme de moindres carrés . Ainsi
va-t-on former la fonction d’erreur :

k=T t=k+1 2
E(@):Z(m‘;“— o Jooi S0 (1)t ) (116)

=T t=l+1
=0 =0 Jomy  FIO1(2) dt

et on va, par un algorithme d’optimisation, trouver la (les) valeur(s) de 6 qui
rende(nt) cette expression minimum... Un tel algorithme va effectivement rendre
une solution : mais il n’y a aucune chance qu’elle donne effectivement les 7¢"%¢ du
systéme de Frobenius, et donc cela va distordre complétement la recherche des
parameétres 6. En outre, les algorithmes d’optimisation qui réglent les problémes
de moindres carrés ont souvent la particularité de rendre des solutions qui dé-
pendent de l'initialisation choisie pour essayer d’avoir une solution numérique
au probléme.

3.5 Un modéle « prédicitif » de mort (D) qui a toutes les
chances ne de rien prédire

Nous rappelons que le parti-pris des auteurs dans la recherche d’une dis-
tribution continue (i.e. permettant de rendre compte de la durée d’hospitalisa-
tion avant la mort avec une précision infinie) tendrait & modéliser les données
moyennes journaliéres (celles qui sont remontées par les données fournies par les
hopitaux). Il s’agit de « mixter » une loi de décroissance exponentielle et une loi
lognormale selon la formule de ’équation (1) :

true

w'"™¢ ~ (1 — p) * ezponentielle (m) + p * lognormal (p, 0*) (117)
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Nous allons voir que, sous cette forme, la modélisation a quasiment toujours
le grave défaut de présenter une structure en « siphon », c’est-d-dire que la
densité de probabilité f[6] (¢t) qui va résulter du modéle proposé sera d’abord
décroissante, atteindra un minimum (local), remontera vers un maximum (local)
et finira ensuite par décroitre vers 0 (& l'infini). Or un tel modéle a toutes
les chances de ne pas étre pertinent. Si 'on se référe en effet & I’histogramme
des mesures (les batons du graphique (A) des auteurs (voir la figure 1)), il
semblerait que la caractéristique de la courbe c’est d’étre fondamentalement
toujours décroissante, mais avec une sorte de plateau sur les jours j € {1,2,3,4}.
Donc I'idée de vouloir approcher une telle distribution avec une courbe en forme
de siphon, voild qui n’est pas vraiment pertinent...

Lemme 1. Soit f (t),t € [0,4+00) une densité de probabilité de la forme
f ~ (1= p) x ezponentiel (m) + p = lognormale (%), p € (0,1) (118)
Supposons que l’on vérifie la condition :
F(p,m,o,u) <0 (119)
ot F (p,m, o, 1) est la fonction définie par :
t (o) = exp () exp (0T (o)) (120)
T_(J):f%( T+o?+0), T+(a):%(\/4+ata) (121)
F= ! ; L \Voro? £ (o 1) exp (W) — T, (o) exp <;T3 (O’)) (122)

m?2

alors il existe 0 < t1 < ty < +oo tel que :

1. la fonction f est strictement décroissante sur [0,t;] ;

2. la fonction f est strictement croissante sur [t1,t2] ;

3. la fonction f est décroissante sur un voisinage ouvert de ty dans (ta, +00).
Ainsi, on voit que la fonction f admet un minimum local en t1 et un mazimum

local en to

A priori, sur les exemples que nous traiterons, on verra que la fonction f
reste décroissante sur [t2, +00), mais nous n’avons pas besoin de démontrer ce
résultat (plus délicat & réaliser) pour ce dont nous aurons besoin dans la suite.

Démonstration. D’apreés les hypothéses qui sont fournies, on sait que la fonction
f s’écrit pour tout ¢ > 0

_ 2

Une dérivation immédiate nous retourne ’expression
1 t o+ (In(t) — ) (In () — p)?
") =—(1-p)— — ) —p | —————— S S A
F)y=-0-p) exp< m) p( ez ) O 552
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On voit immédiatement que ’on a :

limt%0+f'(t):f(lfp)#<0 (125)

Ce qui veut dire que la densité de probabilité commence toujours par étre dé-
croissante. Pour montrer qu’elle atteint un minimum local, il faut démontrer
que l’on peut trouver une valeur ¢ telle que f' (¢1) s’annule et change de signe
(de négatif devient ensuite positif). On va d’abord chercher & résoudre :

ft)y=0 (126)

Bien str, il semble délicat de trouver, par le calcul analytique, une solution &
cette équation. Il est évident que l'on a f’ (t) = 0 si et seulement si :

1=p oot [t L) _
To exp + (o0 +T)exp T° ) =0 (127)
p m? m 2
ou 'on a posé T = (In(t) — ) /o. Comme on sait que I'on a toujours :
1-— 2 ¢
TPy 27r02—2 exp (> >0 (128)
p m m

il est nécessaire que l'on puisse trouver T' € R (en effet la fonction T () est
bijective de RT™* dans R) telle que le terme suivant :

(0 +T)exp (—;TQ) (129)

soit négatif. Une étude de variation nous indique que l'on doit étudier le signe
du trindéme —T (0 +T) + 1
1
fT(aJrT)Jrl:O@Ti(J):fﬁ(a:I: 4+02> (130)

En remarquant que la fonction (o + T') exp (f%T2) a une limite nulle en 4o0,
il est clair que la fonction (o + T') exp (f%T2) posséde :

1. un minimum global en T_ (o) = —1/2 (0 + V4 + 02) < 0 et que la valeur
de ce minimum est négative. Elle vaut :

(0 —1/2(c +V4A+02))exp (—3T2 (0)) (131)
= T4 (o) exp (3712 (0)) (132)
2. un maximum global T (0) = —1/2 (¢ — V4 + 02) > 0 et que la valeur

de ce maximum global est positive. Elle vaut :
(c+1/2(VA+02%) —0o)exp(—3T2 (o)) (133)
— T () exp (~3T2 (o)) (134)
L’espoir, c’est de pouvoir démontrer que pour la valeur de t telle que la fonction

(o 4+ T)exp (—1/2T?) atteigne sa valeur négative la plus petite, on peut obtenir
une valeur négative pour la dérivée [’ (t). Pour cela, il suffit que l'on ait :

Tm&’%;“) exp (—t(”m“)) — T, (¢)exp (—;TQ (a)) <0 (135)

t (0, 1) = exp () exp (0T (o)) (136)
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d’ou le critére que 'on a posé dans le lemme. Supposons donc que ce critére soit
réalisé. Alors puisque f est continue, par le théoréme des valeurs intermédiaires
elle va passer par un t; tel qu’a gauche elle sera négative et a droite elle sera
positive. Elle atteint donc un minimum local. Cependant, une fois ce minimum
atteint, elle devra repasser par un maximum local. En effet, on sait qu’apreés t¢1,
on a f strictement croissante. Si elle ne redevient pas décroissante, on a alors :

Vet f() > f(t) >0 (137)

et donc on ne peut plus obtenir la condition de normalisation de la probabilité,
a savoir :
+oo
/ Ft)ydt =1 (138)
t=0
O

Ainsi, le résultat de cette démonstration est le suivant : si les paramétres
(p,m, p, o) vérifient la condition que nous avons donnée dans le lemme

F(p,m,p,0) <0

alors la fonction f [p, m, ;L,UQ] (t) qui modélise la distribution des w!"™“¢ passe

forcément d’abord par un minimum puis ensuite doit avoir un maximum. Elle a
une forme en « siphon ». En particulier, si la condition est vérifiée, en aucun cas
la fonction f [p,m, p, o?] (t) ne peut étre monotone, ¢’est-a-dire, ici, simplement
décroissante.

4 Application numérique

4.1 Préparation des données numeériques

Pour étudier toutes les questions numériques, nous avons donc besoin d’avoir
les w2, ainsi que les H;,j € [0,m]. Or cela est difficile car les auteurs ne
donnent rien de ces valeurs. Ce qui fait, comme nous ’avons déja signalé, qu’il
est de fait trés difficile d’essayer de reproduire leurs calculs. Il n’y a que deux
cas que nous pouvons traiter eu égard aux seules informations disponibles dans
le papier :

1. des données de 7¢% pour la durée d’hospitalisation avant la mort (D) pour
I’ensemble des patients hospitalisés. Celles-ci ont été présentées dans la
figure (A) des auteurs (voir figure (1)) sous forme d’histogramme & lire
soi-méme;

2. des données de ﬁ,‘;bs pour la durée d’hospitalisation avant la mise en
réanimation (ICU) pour I’ensemble des patients hospitalisés. Elles sont
données dans la figure (3) ci-dessous.

En aucun cas donc les valeurs numériques utilisées par les auteurs ne sont four-
nies. Ce qui fait qu'’il faut les reconstruire par des lectures graphiques, ce qui
manque évidemment de précision. Nous allons expliquer rapidement comment
nous avons procédé. Nous sommes désolé d’en passer par cette cuisine, mais cela
est rendu nécessaire par le manque de données de I'article.
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FIGURE 3 — données sur la durée d’hospitalisation avant de subir une admission
en service de réanimation. A nouveau, selon les auteurs eux-mémes, la courbe a
été « fittée» (i.e. maquillée) pour tenir compte du fait que les auteurs obtenaient
des courbes donnant des probabilités trop élevées de subir une admission en
service de réanimation apres des temps longs.

1. On commence par les données concernant la durée d’hospitalisation avant
de subir un décés a 'hopital.

(a) Pour les valeurs k = {0,1,2,3}, on fait une lecture directe approxi-

mative :
k 0 1 2 3

ﬂgbs 0.17 0.09 0.09 0.09 (139)

dont la probabilité cumulée vaut 0.440

(b) pour les valeurs de 4 a 10, on effectue une approximation linéaire en
partant de m$° = 0.08 et I'on va jusqu’a 7¢5* = 0.03. On a donc :

0.08 — 0.03
Vk € [4,10] =¥ = % (10 — k) +0.03 (140)
ce qui nous donne alors :
k 4 5 6 7 8 9 10

7% 0.08 0.072 0.063 0.055 0.047 0.038 0.03 (141)

dont la probabilité cumulée vaut 0.385.

(c) On considére que m¢*, k > 23 = 0. Finalement, pour k allant de 11
a 22, on fixe une decrmssance linéaire sur les probablhtes de sorte
qu’au final les probabilités cumulées valent 1. On a donc :

7o — A (23— k), Z P =1 — (0.44 4 0.385) (142)
k=11

L’équation sur A nous donne alors :

78A = 0.175 = A = 0.00224 (143)
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on reconstruit alors les données en arrondissant pour que la somme
totale vaille alors exactement 1.

k 11 12 13 14 15 16 17 18
ngs 0.027 0.025 0.022 0.020 0.018 0.016 0.013 0.011

k 19 20 21 22
72 0.009 0.007 0.005 0.002

2. On peut réaliser, pour le cas 8 = ICU, le méme travail approximatif
(nous y sommes hélas obligés) de reconstruction des valeurs numériques
de o,

(a) On effectue pour k = 0 jusqu’a k = 5 une lecture directe des données

k 0 1 2 3 4 5

7% 0.5 0.19 0.12 0.065 0.050 0.045 (144)

(b) ensuite on considére & partir de & = 9 (inclus) que I'observation est
nulle, et que la décroissance est linéaire entre kK = 6 et £k = 9. On
cherche donc A tel que :

T = A9 — k), k € [6,9] (145)

de sorte que la normalisation de ngs soit respectée. Ce qui nous donne

le systéme :
6A =1-(0.5+0.1940.12 + 0.065 + 0.05 + 0.045) = 0.03  (146)
Finalement, les derniére valeurs s’écrivent :

k 6 7 8
7% 0.015 0.010 0.005 (147)
Les nouvelles hospitalisations quotidiennes Hj,j € [0,m] (pour coller aux indi-
cations données par les auteurs de l’article), ’article ne les donne absolument
pas. Il faut donc qu’on puisse les reconstruire. En particulier, on ne connait pas
le jour de référence en decd duquel on considére que H; = 0. On ne connait pas
non plus le jour m au-deld duquel on arréte le comptage. Faute de mieux, on
ira donc sur la page de Wikipedia France qui donne ces valeurs : on choisit un
7 =0 pour le 19 mars 2020 et m = 38 pour le 26 avril 2020. On les donne sous
forme d’histogramme (voir la figure 4), les valeurs numériques étant reportées
en annexe.

4.2 A propos de 7" et 7 : illustration des propriétés
mathématiques

On rappelle que la formule qui lie 7€ & 7°% s’écrit sous la forme :

m—k k=T
2 1 E 1 obs true O obs

Vk'e [[O,Tﬂ aE = : OHj, a: . O;kﬁk 5 Vke[[O,Tﬂ T :;kﬂk (148)
j= =

. . . voi v . v L.
11 est maintenant trés facile d’avoir les valeurs des 7/"%¢. Les valeurs numériques
de w'™"¢ sont données en annexe, nous les représentons graphiquement sur la

41
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FIGURE 4 — nouvelles personnes hospitalisées selon les jours. la valeur j = 0 cor-
respond au 19 mars 2020. Données d’aprés la page COVID France de Wikipedia.
Les valeurs numériques sont reportées en annexe.
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FIGURE 5 — comparaisons entre les valeurs de w°% et wt"ue

figure (5). Comme on le voit sur la figure, les deux distributions sont proches.
On peut méme calculer leur différence relative. On obtient alors :

||1rtrue o 7l.obs || )

CEa . [|mire — o ||, = 0.09 (149)
ce qui signifie que la différence entre les deux distributions est de 'ordre de 9%.
Comme les !¢ sont systématiquement plus petits que les 7°*° dans les va-
leurs significatives, cela fait que, tout a fait logiquement, lorsque ’on va lancer
un algorithme d’optimisation qui force les w"*¢ plutot que les %%, on risque de
dévier naturellement le modéle vers des probabilités artificiellement plus élevées
aux grandes valeurs de k.

obs true

Le fait que les deux distributions 7" et 7 soient proches, comme nous
I’avons dit, n’est certainement pas lié au fait que I'une serait ’observation em-
pirique de 'autre. Il s’agit simplement d’une propriété particuliére liée & la dis-
tribution des (ay : k € [0,T]) et des (w¢* : k € [0,7]). 1l est possible qu’avec
d’autres distributions ’erreur relative soit plus élevée.

On peut maintenant illustrer la propriété de la suite (g’ — wi™ e : k € [0,77])
(voir figure 6) qui veut que :

1. en dessous d’un kg € [0,T], cette suite est positive (pour notre exemple
on aura ko = 6) ;
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2. a partir de kg + 1, cette suite est négative;

3. dans le cas ou la suite (W,‘;bs 1k e [[O,T]]) est elle-méme décroissante (ce

qui est notre cas ici), alors les termes qui sont inférieurs a kg s’organisent
selon un mode décroissant.

vérification des propriétés mathématiques de la différence entre Pi*bs et Pi*true
0.018

0.016 +
0.014 +

0.012 +

0.008 o
0.006 —

0.004 —+

Eh H”°°Duu Ik

-0.004

|différence entre Pi*obs et Pittrue |

-0.006 T T T T 1T 17T 17T 17T 17T 1T T T T T T T T T T T T
01 23 45 6 7 8 910111213 14 15 16 17 18 19 20 21 22

valeur de k

obs

FIGURE 6 — histogramme des différences entre w°% et wimve,

A nouveau ces propriétés doivent effectivement nous faire penser qu’entre les
densités "¢, w°%% il ne peut absolument pas y avoir d’interprétation d’une qui
serait I’observation et 'autre la "vérité" de cette observation : si c’était le cas,
la suite (7% (k) — mf™¢ : k € [0, ko]) n’aurait aucune forme de régularité : les
écarts seraient distribués positivement ou négativement selon un certain aléa :
vraisemblablement une loi variable aléatoire gaussienne.

4.3 Etablir les paramétres du modéle et le comparer aux
données observées

Donc nous 'avons dit : les auteurs se sont lancés dans la résolution d'un
probléme mal posé. La conséquence mathématique, c’est qu’ils ne peuvent pas
espérer des résultats qui soient précis. En particulier, nous avons insisté sur le
fait que la méthode proposée, outre qu’elle passait par une extravagante (et non
interprétable) distribution (7{"“¢: k € [0,T7]), que la méthode proposée donc
ne contrdlait pas la moyenne de la distribution. Et de fait, les résultats
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de modélisation obtenus par les auteurs seront décevants, exactement comme il
fallait s’y attendre eu égard au festival d’absurdités mathématiques. En parti-
culier, comme leur moyenne n’est pas controlée, l'algorithme qu’ils vont lancer
va pouvoir « dériver » vers des valeurs de probabilités non négligeables pour les
longues durées d’hospitalisation avant la mort (et manifestement c’est la méme
chose pour les durées d’hospitalisation avant mise en réanimation car, l1a encore,
les auteurs précisent qu’ils ont di « tenir compte du fait que I’épidémie était
encore en cours »et donc que, selon eux, cela avait tendance a sur-représenter
les distributions vers les faibles durées (ce que nous avons fermement contesté)).

4.3.1 Le modéle élémentaire de probabilité conditionnelle et les pa-
ramétres associés

Pour l'instant, expliquons comment nous avons produit le modeéle imposé
par les auteurs (et dont nous avons déja expliqué, via la forme en siphon qu’il
allait produire, qu’il serait de toute facon peu représentatif de la distribution

observée 7°%%). Ce modéle se décompose selon :

1. une loi exponentielle (pour les durées courtes) ;

2. une loi lognormale (pour les durées plus longues).

Bien évidemment, au regard du non-sens de (7} : k € [0,7]), nous nous sommes

abstenus de les utiliser dans la modélisation.

1. Nous avons sélectionné d’abord le jour kg permettant de définir la durée
courte. Puisque les auteurs ont voulu introduire une loi exponentielle (et
donc décroissante), il faut au moins kg = 1 pour observer une décrois-
sance (on a alors deux données 73, 79**). Cependant, sur les données

suivantes, on voit que 7% = 7¢** et donc la décroissance s’arréte et il
n’y a plus lieu de penser que ’on est dans la densité exponentielle. Donc
ko = 1.

2. A partir des (7" : k € [0,T]) et de I'événement B = {X < ko}, on
reconstruit les deux probabilités P (- | B) et P (- | B) de la maniére sui-
vante :

(a) pour P(-|B), on part du vecteur (mp"*:k € [0,77]), on garde les
deux premiéres valeurs, et on met ensuite toutes les autres & 0. On
fait la somme des valeurs qu’il reste en on divise ensuite chacune des
valeurs par cette somme ;

(b) pour P (- | B), on part du vecteur (7" : k € [0,77]) on met les deux
premiéres valeurs a 0, et on garde toutes les autres valeurs. On fait la
somme des valeurs qu’il reste et on divise ensuite chacune des valeurs
par cette somime.

Les résultats que 'on obtient pour les distributions P (- | B) et P (- | B) sont
donnés sur le graphique suivant (voir la figure 7) (les valeurs calculées sont re-
portées en annexe).
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FIGURE 7 — Probabilité conditionnelle : en bleu P (- | B) et en jaune P (- | B).

On peut alors maintenant trouver, pour chaque probabilité et selon son mo-
déle, les paramétres m, u1, 02. On rappelle dans un premier temps que ’on a :

(1—p)=P(X<1)=0.17+0.09 =026, p=0.74 (150)

Ensuite, pour avoir le paramétre m de la loi exponentielle modélisant la loi
P (- | B), il suffit d’effectuer la moyenne empirique de cette loi. On trouve alors :

k=1
1
i (P(|B)=)Y (k + 2) P (X =k | B) = 0.8461538 jour (151)
k=0
On a alors :
1 t
P(-|B)~ —exp (—) , m = 0.8461538 jour (152)
m m

On peut maintenant s’intéresser aux parametres u, 02 d’une loi lognormale se
rapportant & la probabilité P (- | B) en calculant, 13 encore, ses moments :

k=T

i (P(-|B)) = Z (k + ;) P (X =k |B) = 7.9040541 jour (153)
k=

_ 1 = .92

7is ( Z ( (k+1) 3) P (X =k |B) = 85.430631 (jour)

(154)
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On utilise maintenant la formule 107 donnant (,u, 02) en fonction de i, (P ( | E))
et de iy (P (- | B)). On obtient ainsi :

[t

p=5 (@xdn(m (P (1B)) ~n(m (P(-|B)))) = 19108992 (155)

o2 =1n (i, (P (- | B))) — 2+l (@, (P (- | B))) = 0.3129531 (156)

ce qui nous renvoie ainsi une moyenne (déja connue évidemment) et une valeur
meédiane :

2
Moy = exp (,u + 02) = 7.9040541 jour, Med = exp (u) = 6.7591642 jour

(157)
On peut finalement calculer le critére du « siphon » qui est :

F (p,m,u,0)=—0.2301254 < 0 (158)

ainsi le critére est validé et la courbe aura bien un minimum et un maximum
locaux. On peut bien sir maintenant calculer I’écart entre le modéle et 1’obser-
vation. Pour cela, nous avons une formule analytique pour calculer la moyenne
d’une loi exponentielle et la moyenne d’une loi lognormale sur un intervalle de
la forme [k, k + 1] pour k € [0,T — 1] :

k+1
1 t 1 t
Ik:/ — exp <—) dt = — [exp <—)
& m m m m

(160)

On posera dans la suite par (ﬂ',:’wd =(1—p) I+ pJi : k €0, Tﬂ) On rappelle
que pour la fonction f [p,m,u, o] (t), le terme 77*°? dénote 1’événement proba-
biliste P (k < X < k+ 1), c’est-a-dire la probabilité de subir un décés le jour k
(c’est-a-dire entre 24 x k et 24 « (k + 1) heures aprés ’hospitalisation). Et pour
finir, afin de préserver la normalisation des probabilités, on pose :

k=T-1 k=T—1
Ip=1- > I, Jr=1- > (161)
k=0 k=0
On effectue alors ’erreur relative en norme 1 selon
k=T k=T
|6k‘ 5 5 obs
5122W22|k|7 k=m0 = (1= p) Ik + pJi) (162)
k=0 1 k=0

On obtient alors une erreur relative en norme 1 qui vaut en fait e; = 0.22, c’est-
a-dire une erreur relative de 22%. On peut représenter sur le méme graphique
3 choses :

1. la donnée des (pig* : k € [0,T7]);

2. la donnée des (w4 (1 — p) Iy, + pJy : k € [0,T]). On répéte ici que pour
chaque entier k € [0,7 — 1] cette valeur représente en fait la quantité
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P(k <X <k+1) tandis que on a 77#°% = P (X > T). Ainsi, eu égard
4 la définition choisie, la derniére barre de W,Q”Od représente, puisque le
modéle continu peut avoir des durées d’hospitalisation qui vont jusqu’a
un temps infini, la probabilitée P (X > 23);

3. la densité de probabilité f [p,m, u, o] (t).

Comparaison entre la fréquence observée et son modéle élémentaire
0.2

1 [ fréquence élémentaire
0.18 — @R frequence observée
densité élémentaire

0.16 —
0.14 —
0.12

0.1
0.08 —
0.06 —
0.04

0.02

01 2 3 45 6 7 8 9 10 111213 14 15 16 17 18 19 20 21 22

FiGURE 8 — Comparaison entre les données observées et les données modélisées
de facon "élémentaire" avec un formalisme rigoureux.

On voit dans cette figure que dans le modéle continu la probabilité P (X > 23)
n’est pas trés importante (elle vaut 0.013) : le modeéle continu a donc une
fréquence cumulée qui est trés faible pour I’événement {X > 23}. De fait, et
puisque cela est controlé par la méthode des moments, on a exactement :

Eops (X) = Epnoa (X) = 6.069 (163)

On voit effectivement que c’est la forme en « siphon » de la densité qui pro-
voque, sur les fréquences moyennes, d’abord une sous-estimation puis une sur-
estimation par rapport aux fréquences observées. Ainsi, sur les jours k € {1,2,3},
on observe {0.9,0.9,0.9} alors que le modéle rend {0.66,0.61,0.79}.

4.3.2 Le modéle des auteurs

Nous allons d’abord retrouver les paramétres (p,m, u, o). Dans le tableau
S3 que nous avous reproduit, on donne comme parameétres (pour I’ensemble des

48



personnes hospitalisées ayant subi un décés) :
p=1— P (short delay) = 0.85 m = 0.67 (jour) (164)

Les auteurs donnent également la moyenne Meanp et la médiane Medp associées
a la distribution lognormale :

Meanp = 13.2 (jours), Medp = 8.6 (165)

On rappelle que la moyenne et la médiane d’une loi lognormale sont liées aux
paramétres 1, 02 par la relation :

2
Meanp = exp (u + U2> , Medp =exp (u) jours (166)

On en tire donc les valeurs des auteurs :

p=In(Medp) = In (8.6) = 2.1517622 (167)
0% =2x%(In(13.2) — In (8.6)) = 0.8569093 (168)

On peut donc maintenant évaluer :
F (p,m,u,0) =—0.018 (169)

Donc, on a bien un minimum puis un maximum : la courbe présente également
un aspect en « siphon »méme si I’écart entre le minimum local et le maximum
local n’est pas trés important. Les résultats sont regroupés dans la figure 9 ci-
dessous.

Notons que erreur relative générée par ce modéle vaut

mod __ _obs
g = W TNy ot b .33 (170)
I,

Soit 33% d’erreur relative au lieu de 22% dans le modeéle précédent : on voit a
quel point les auteurs se moquent du monde. Ce qui frappe dans cette figure,
c’est la surestimation exécrable de I'événement P (X > 23) : de 1% dans le
modéle rigoureux, on arrive & 15% dans le modéle des auteurs. Cela a ainsi une
conséquence trés importante sur ’estimation de la valeur moyenne. De fait, alors
que dans le modéle précédent la valeur moyenne était parfaitement controlée,
dans le modéle des auteurs, la valeur moyenne de X devient deux fois ce qu’elle
est en réalité :

Enod [X] =11.32 ~ 2% Epps [ X] (171)

Il est évident que cela est totalement inacceptable. Il y a trois crimes qu’il ne
faut jamais commettre lorsque l’on cherche des lois "continues" qui viennent
modéliser des phénomeénes observables :

1. trouver une densité qui peut prendre des valeurs négatives ;
2. trouver une densité dont le moment d’ordre 0 n’est pas égal a 1;

3. trouver une densité qui ne respecte pas la valeur moyenne.
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Comparaison entre la fréquence observée et le modéle des auteurs

0.18

| [ fréquence des auteurs
016 N frequence observée
densité des auteurs

0.14

0.1

0.08

0- 1
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

FIGURE 9 — Comparaison entre les fréquences observées et les fréquences du
modeéle trouvé par les auteurs.

De ce point de vue le "modéle" des auteurs est un crime abominable sur les mo-
délisations en probabilité. D’ou vient cette incurie du modeéle ? Tout simplement
de leur algorithme des moindres carrés. Comme nous l’avons dit, en définissant
la fonction d’erreur 116

k=T t=k+1
E(0) = obs Ok Jimy  SIO1(8) 172
( ) kgo k Eg‘ o ftt:ll+1 f[@] (t) dt ( )

les auteurs se sont lancé comme objectif de résoudre une équation qui n’avait
pas de solution. Dés lors, ils ne savent plus vraiment ou l’algorithme va les
emmener (c’est pour cela que les mathématiciens sérieux ne se lancent jamais
dans ce genre de problémes). En particulier, dans cette équation sans solu-
tions, la fonction d’erreur ne cherche pas & minimiser la différence sur la valeur
moyenne entre 1’observation et le modéle. Ainsi, le risque c’est de voir déri-
ver le modéle vers une fonction qui ne vérifie pas la contrainte de la moyenne.
En fait, pour comprendre comment va se comporter I'algorithme des moindres
carrés, il faut noter qu’il va essayer de retrouver les valeurs de fréquence pour
k € {1,2,3}, c’est-a-dire qu’il va essayer de reconstruire un plateau sur ces trois
valeurs. Or, on I’a dit : la fonction qui modélise posséde la plupart du temps
d’abord un minimum local puis un maximum local. Donc la recherche d’un pla-
teau va se faire vraisemblablement en essayant de remonter le minimum local
et simultanément en descendant le maximum local de sorte que les deux soient
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le plus proche possible. De fait, la courbe est effectivement faiblement variable
dans la zone k € {1,2,3} ce qui a ’air satisfaisant. Cependant, cela n’évite
pas la sous-estimation des fréquences & ce niveau puisque les auteurs trouvent
{0.066513 0.0654426 0.0663611} au lieu de {0.9,0.9,0.9}, mais surtout cela se
paye trés chérement ensuite sur l’estimation des fréquences pour ’événement
{X > 23}. En effet, en forcant le « plateau »pour k € {1,2,3}, on empéche le
modele de « replonger »significativement pour les jours suivants. Ce qui fait que
la distribution devient catastrophique pour les k& > 23, surestimant ainsi de 15%
le nombre de patients qui vont mourir aprés 23 jours d’hospitalisation. Et c’est
précisément 1a que les auteurs vont inventer l’incroyable excuse explicative de
la « growing epidemy ».

Les auteurs sont dégus effectivement que leur modéle sous-estime systémati-
quement les faibles valeurs de k (la valeur modélisée est effectivement systé-
matiquement en dessous de la valeur observée pour les k < 8), tandis que le
modéle surestime les valeurs de k > 23 et de facon trés significative puisque
dans le modéle on a P (X > 23) = 0.15 (alors que dans l’observation c’est tota-
lement négligeable). D’otu la figure de style imposée aux auteurs :

« En fait notre modéle est parfaitement juste, mais ce sont les observations qui
sont complétement fausses. En effet, I’épidémie n’étant pas finie, il y a des tas
de gens qui vont mourir aprés des dates trés longues d’hospitalisation, mais évi-
demment, ceux-la on ne peut pas encore les voir. De fait, a la fin de ’épidémie,
une partie des fréquences pour les {X < 10} sera forcément reportée sur les
{X >23}. CQFD. »

Elle est pas belle la vie du monde des Idées? On a quand méme beaucoup
de peine pour les auteurs car :

1. nous avons dissipé I'idée qu’avec plus de temps d’observation, la dis-
tribution w°* puisse effectivement se déplacer significativement vers la
droite;

2. si la distribution change, il faudra relancer leur algorithme et ils trou-
veront encore des paramétres différents avec leur modéle et donc encore
une courbe qui risque de ne pas coller aux données ;

3. nous avons en fait expliqué que la principale raison du trés mauvais com-
portement de leur modéle vient essentiellement du fait qu’ils ne com-

prennent rien & rien, ni & la modélisation, ni aux probabilités, ni aux
méthodes numériques.

En fait, ce qu’ont choisi alors de faire les auteurs, c’est de DECALER A LA
MAIN la fonction de modélisation. En gros, cela revient & poser un changement
dans la fonction lognormale de la facon suivante :

f [maquillée] (t) = tUiQ exp (_(ln(t)—u)> (173)

2mo 202

voila donc le "fit" que les auteurs ont introduit dans leur "modélisation". Connais-
sant & ’avance le résultat et ne pouvant croire que leur modélisation et méthode
numérique étaient en fait inconsistantes, ils ont fini par maquiller leurs résul-
tats. Il s’agit 1a bien entendu d’une escroquerie scientifique majeure : les auteurs
veulent absolument masquer leur incapacité a trouver des modéles. En fait, ils
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vivent dans un monde oil ils supposent que tout phénomeéne & une modélisation
parfaite.

Nous donnons ici quelques indications sur la maniére avec laquelle on peut
construire la fonction 7 (). D’abord, il est clair que les auteurs n’ont cherché
la fonction 7 (t) que pour les ¢ > 1, ce qui explique le point anguleux dans leur
courbe (voir figure (A) sur la figure (1)) (alors que le modéle étant régulier, il est
impossible d’avoir un tel point anguleux). Ensuite, vous effectuez le rapport :

obs

k+1
belntl m=2 met= [ fompo e ()
k k

Puis vous cherchez une fonction réguliére 7 () (disons de classe C*, c’est-a-dire
contintiment dérivable pour éviter justement les points anguleux) telle que :

vk e [0,7], 7 (k + ;) - (175)

On peut faire une telle construction avec des splines d’interpolation : une telle
construction est parfaitement documentée. Alors, dans ce cas, la fonction 7 (t)
devrait parfaitement faire 'affaire... D’ailleurs plutot que de passer par une
telle succession d’incohérences grossiéres, scandaleuses et totalement non scien-
tifiques, il aurait été stirement beaucoup plus efficace, si I’on cherchait effecti-
vement & trouver une courbe qui permettait de passer par tous les points de la
courbe, de procéder directement & I’emploi d’une interpolation par des splines.

4.4 Conclusion sur le modéle de la durée d’hospitalisation
avant décés

Mais au final, on pourra se demander & quoi peut bien servir le fait de trouver
un modéle continu & une observation discréte. Dans ce cas précis, la réponse
est simple : ABSOLUMENT A RIEN. Comme nous l’avons dit, le passage au
continu revient, dans cet exercice, a essayer d’aller chercher une information que
I’on n’a pas : établir avec une précision infinie I'instant exact ol une personne va
décéder, alors méme que cette donnée n’est que journaliére. Rien, aucun intérét.
Alors pourquoi les auteurs se sont-ils intéressés a cette question ?

1. D’abord, comme ils comprennent rien aux probabilités et a la modélisa-
tion, ils n’ont méme pas remarqué que le probléme qu’ils s’étaient posé
relevait du niveau de la classe de Terminale. Ainsi, la superposition des
lois qu’ils cherchaient n’était quune béte application des probabilités
conditionnelles. Le premier exemple que ’on donne dans n’importe quel
TD en classe au lycée.

2. Ensuite, comme ils ne comprennent rien a la résolution des problémes
inverses (probléme linéaire de Frobenius et méthode des moments), ils ont
cru que le probléme qu’ils se posaient était complexe & résoudre. Ils 'ont
d’ailleurs rendu complexe en le posant de telle sorte que 1’on soit star qu’il
n’ait pas de solution. Mais comme la méthode des moindres carrés permet
toujours de trouver une réponse a tous les problémes, y compris ceux qui
n’ont pas de solution, cela ne les a pas dérangés. Au contraire, en rendant
compliqué un probléme simple, ils se donnaient & bon compte, c’est-a-dire
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pour ceux qui ne comprennent rien aux mathématiques, I’illusion d’une
compétence sérieuse.

3. Surtout, les auteurs ont essayé de faire croire qu’ils avaient
un talent exceptionnel en modélisation. Qu’ils savaient poser
des équations, les résoudre. Et qu’avec leur technique, ils par-
venaient trouver des « modéles » qui fittaient parfaitement les
données expérimentales lorsque celles-ci étaient connues. Il était
important pour les auteurs d’en passer par une équation et
par un modéle utilisant des lois probabilistes connues, car, sur
les questions oul précisément 1’on a pas de données empiriques,
seules la consistance des équations que ’on pose et 1’habilité que
I’on a a les résoudre numériquement fait gage de compétences
pour aborder les problémes posés.

C’EST EN CELA QUE L’ON PEUT PARLER DE MAQUILLAGE : non ce
n’est pas un modéle qui leur a donné le résultat, mais un béte passage par la théo-
rie de l'interpolation. L’interpolation est une théorie mathématique trés utile.
Cependant ZINTERPOLATION NE FONCTIONNE QUE SIL’ON CONNAIT
DEJA CE QUE L’ON VEUT « MODELISER ». Or, ce n’est pas la ce que pré-
tendent faire les auteurs. Un modeéle, cela consiste a poser par un raisonnement,
une équation sur une grandeur intéressante dont la résolution mathématique
nous permettra de trouver un résultat sans le connaitre a l'avance. Il y a
donc dans 'idée de modeéle le fait d’étre capable de prédire un résultat avec une
méthode (ou une équation) qui est toujours la méme pour toutes les situations
qui relévent d’'un méme phénomeéne. Si on entend par modéle le fait de devoir
trouver des courbes qui passent par des points que ’on connait & ’avance, alors
il y a bien longtemps que la théorie de l'interpolation a trouvé des réponses
remarquablement efficaces. Mais ce faisant, il n’y a plus d’interprétation phy-
sique & donner aux fonctions que ’on manipule et, grave inconvénient pour nos
auteurs, il n’y a plus non plus de moyen de dire que 'on sait raisonner pour
trouver ensuite des résultats qui ne seraient pas déja connus & l’avance. Ainsi,
cet exercice de « modélisation » avait pour but :

1. de montrer que les auteurs savaient mettre un probléme en équation ;
2. De montrer ensuite qu’ils savaient le résoudre.

Evidemment, nous avons parfaitement établi qu’ils ne savaient faire ni ’'un ni
l’autre, et ce, dans des proportions absolument abyssales. Sans passer par la
théorie de l'interpolation, leur « modéle » devenait ainsi largement inférieur a
celui que peut construire n’importe quel éléve de Terminale, pour peu que son
enseignant le dirige en TD.

Ainsi, il apparait une chose remarquable : en essayant de montrer qu’ils possé-
daient un savoir qu’ils n’avaient pas, les auteurs ont fait preuve d’une sidérante
révélation : ils ont dévoilé qu’ils étaient préts a tout, méme & mentir sur les mé-
thodes, pour forcer un résultat dont ils avaient envie qu’il soit vrai. Ils révélent
en fait qu’ils ne maitrisent rien & la modélisation ni aux méthodes de résolution.
Ainsi, il faut que vous le sachiez : lorsque les auteurs ont prétendu que le confine-
ment était efficace, c’est simplement qu’ils ’ont décrété de fagon arbitraire,
exactement comme & la fin de leur « modéle » de durée d’hospitalisation, ils ont
fini par ajuster & leur guise le résultat qu’ils voulaient obtenir. Nous allons voir
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dans la section suivante, plus rapidement, en quoi leur prétendue modélisation
de Defficacité du confinement EST UNE AFFIRMATION AUSSI GRATUITE
QUE STUPIDE.

5 Confinement et nombre de reproduction de base

L’efficacité du confinement sur le développement de I’épidémie, voila bien
une affirmation dont le gouvernement a besoin qu’on lui fournisse des bases
« scientifiques » : la dureté de ’épreuve est telle en effet que, s’agissant comme
il se doit d’évaluer un rapport bénéfice/risque, il s’agit évidemment de mon-
trer que le bénéfice est largement supérieur a toute forme de risque a tendance
humaine non sanitaire (économique, psychologique, juridique, etc.). Or, on sait
déja, a l'instar de deux pays nordiques, les Pays-Bas et la Suéde, qu’il y a peu
de chances, hélas, au final que ce soit le cas. Ainsi, 'appui de la communauté
scientifique parait indispensable. Au moins pour un moment. Il s’agit donc de
montrer « scientifiquement » que le confinement ¢a marche. Cette « démonstra-
tion scientifique », les auteurs de l'article espérent la placer sur la discussion
du Rp : le nombre de reproduction de base. Nous allons présenter rapidement
cette théorie, avant de voir en quoi la manipulation de ce Ry par les auteurs de
l’article est aussi arbitraire que consternante. Avant d’aller plus loin, sachez une
chose :

Il est certain que les auteurs de l’article ne comprennent rien a la
théorie du Ry car cette théorie est précisément basée sur l'étude des
opérateurs positifs, exactement celle qui donne lieu au théoréme de
Perron-Frobenius, précisément celui que les auteurs ont totalement
manqué dans l’étude du systéme qui devait les mener de o a wtrve.

Il s’agit, comme on le on dit, de planter le décor. Sachez que la théorie des
opérateurs positifs est 'une des plus magnifiques qui soient. J’ai eu & 'utiliser il
y a quelques années lors de la rédaction d’un article. La littérature sur le sujet
est aussi dense que riche et inépuisable. Cela dit, n’ayez pas peur, nous présen-
terons juste les résultats sans démonstration. Il s’agit juste de mettre en place
le vocabulaire et de se représenter les choses. Eu égard au niveau mathématique
dramatiquement faible des auteurs, ce vocabulaire leur sera manifestement utile,
a eux aussi, pour affiner leur perception de la chose. Comme on a vu qu’ils ne
comprenaient pas grand-chose aux probabilités, il y a peu de chance qu’ils mai-
trisent parfaitement la théorie du Ry, laquelle, pour le coup, se situe plutot
a un niveau M; ou M, et sans doute dans les formations de mathématiques
relativement théoriques.

5.1 Présentation du modéle structurant la population et
des équations correspondantes

D’abord, posons le cadre de I’étude. On travaille toujours au sein d’une po-
pulation (c’est le propre d’ailleurs de 1’épidémiologie). Mais ici la population
qui va nous intéresser est la population totale d’un pays. On note par  cet
ensemble. L’une des caractéristiques, c’est que son cardinal (i.e. le nombre d’in-
dividus de cette population) est effectivement trés grand. Dans la suite, on le
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notera par N. Ce qui autorise effectivement pas mal de facilité et en particulier
de travailler de fagon satisfaisante dans un cadre continu. Cependant, dans la
mesure ou le formalisme continu est plus difficile & se représenter et & manipu-
ler pour ceux qui n’y sont pas habitués, nous allons présenter les choses dans
le cadre discret. En particulier, on rappelle que I'on munit € de la probabilité
uniforme, c’est-a-dire que :

card(B) N (B)

VBCQ, P(B)= TR (176)

ou N (B) désigne le nombre de personnes appartenant au sous ensemble B.

A nouveau, on va parler des sous-ensembles grace aux variables aléatoires. Dans
ce qui va nous servir le plus, il y a la variable d’age. Mais également pour le
COVID19, il semblerait que la variable du genre soit aussi significative : ainsi,
non seulement ’on observe des différences entre les dges, mais également entre
les sexes. Il y a donc deux variables aléatoires qui nous intéressent :

A:Q—[0,M], S:Q—{0,1} (177)

ou A désigne la variable aléatoire de I’age (M étant I’age constaté de la plus
vieille personne) et S la variable du sexe : 0 pour un homme et 1 pour une femme.
On peut alors découper la population totale en classes d’age, et en classes de
genre. Ainsi on se donne une suite :

ko=0<ki<ko - -<kp<M (178)
et on considére ainsi le sous-ensemble de 2 défini par :
vl € [[1,L]], A = {kl,1 <X< kl} = {w € Q, ki1 <X (w) < kl} (179)

Pour les auteurs de l'article, on a k; = 10 % [ : autrement dit, on considére
des classes d’age par tranche de 10 ans et on s’arréte & L = 8, ce qui signifie
que toutes les personnes de plus de 80 ans sont regroupées dans la derniére
classe d’age. On définit maintenant la variable aléatoire du genre par la formule
suivante :

Vg €{0,1}, Sy ={S =g} ={w € Q tel que S (w) = g} (180)

De fait, ’ensemble A3 () Sy désigne 'ensemble des personnes dont ’age est com-
pris entre 30 et 40 ans et qui sont de sexe masculin. Il existe évidemment une
autre variable aléatoire d’intérét, c’est celle qui va associer & chaque individu son
état d’infection. La difficulté de cette variable, c’est qu’elle dépend du temps.
1l s’agit donc de ce que ’on convient d’appeler un processus stochastique. L’oc-
casion de définir cette notion (mais de fagon totalement particuliére pour les
questions qui nous intéressent : en vérité la définition est plus générale que
cela) :

Definition 5. Soit I’ensemble R x Q. On appelle processus stochastique toute
application
I:RxQw—{0,1} (181)

telle que pour tout t € R, Uapplication I (t,-) soit une variable aléatoire sur
lensemble Q a valeur dans {0,1}.
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Pour nous, la fonction I (¢,w) renvoie la valeur 0 si l'individu w n’est pas
infecté a l'instant ¢ et renvoie la valeur 1 si 'individu est infecté & 'instant ¢. 11
est clair que ce que l'on cherche & connaitre c’est la dynamique de ce processus
stochastique.

Dans la suite, on adoptera le vocabulaire suivant, dit vocabulaire des états,
qui va permettre de structurer notre discours sur I’épidémie et sur les personnes
infectées.

Definition 6. Soit [ € [1,L] et g € {0,1}. On dit que Uindividu w est dans
Uétat (s,1) si on aw € A Sy

On peut définir maintenant, par un formalisme tout a fait précis, les quantités
dont on cherche & évaluer la dynamique. En particulier le nombre d’individus
dans Q qui sont infectés a l'instant ¢. On désignera par Z (t, (I, g)) le nombre de
personnes de 'ensemble A; (.S, qui sont infectées & I'instant ¢. On a donc :

T(t.(l,g) = card ({I(t,) - 1}ﬂAlﬂsg) (182)
NP ({I (t,) =134 Sg) (183)
Si besoin, dans la suite, on désignera par e := (I, g) € [1,L] x {0,1} un état.

Au besoin on pourra munir 'ensemble des états de ’ordre lexicographique (i.e.
Pordre du dictionnaire), c’est-a-dire que 1’on notera :

Ve=(l,g9), f=("9"), e<f&s[l<il*] oull=1"etg<g”] (184)

ainsi, on classe d’abord les personnes par leur age, et ensuite, pour un age donné,
on les classe par leur sexe. On a donc dans cet ordre-1a la classification suivante :

(1,0) < (1,1) < (2,0) < (2,1) < --- (185)

lordre lexicographique est un ordre total. D’une fagon synthétique, on notera
alors par :

1=(1,0), 2=(1,1), 3=(2,0),---,2L = (L,1) (186)

Palgorithme étant alors que si on écrit n = (I, g), on a « symboliquement » sous
forme typographique n = bold {(2+!— 1) + g}. Cela nous permettra d’écrire
des sommes portant sur les deux indices en méme temps tout en ayant un ordre
pour organiser nos calculs si besoin. S’il le faut, nous reviendrons sur des doubles
sommes avec les indices (I, g). Pour la suite, I’état e € [[1, L] x {0, 1} étant donné,
on notera par N (e) le nombre d’individus de I’état e. C’est-a-dire que ’on a :

Ve = (I,g), N (e) = card (Al ﬂsg) (187)

Voila donc pour les notations et la notion d’état associé & un individu : un état
est donc a la fois une classe d’age et un sexe. Avec nos nouvelles notations, on
peut donc écrire que ’on a :

e=2L

N= Y Nf(e) (188)
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Maintenant nous allons définir POBJET ESSENTIEL DE LA THEORIE DU
NOMBRE BASIQUE DE REPRODUCTION. 11 s’agit de ce que I’on peut ap-
peler le taux d’infectivité (en anglais « infectivity ») que 'on note par A (7, e, f)
et qui va permettre de dénombrer le nombre de personnes de 1’état e qu’un
individu, qui appartient & I’état f, va contaminer. Plus précisément :

1. on suppose que l'on est & l'instant 0 et que ’on a choisi un temps de
translation 7 > 0 qui dit que 1’on se place dans le passé au temps ¢ = 0—7.

2. On considére un temps « infinitésimal » dr. Entre l'instant ¢ = —7 et
t 4+ d7, on suppose que le nombre de personnes de 1’état e infectées par
le contaminant de I’état f se calcule selon :

N (e) A(r,e,f)dr (189)

Cela justifie que A soit qualifié de « taux ». En effet, pour avoir le nombre
total d’individus infectés, il faut multiplier A par une durée et par ’en-
semble des individus de la classe e, c’est-a-dire par N (e).

3. Ainsi, on peut déduire le nombre total de nouvelles personnes de la classe
e ayant été contaminées jusqu’a l'instant ¢ = 0 par une personne de la
classe f par :

T=-+00
N (e) / A(r,e,f) dr (190)
7=0
4. Tl y a évidemment une contrainte que ’on doit vérifier, c’est que :
T=-+00
ve,f, N (e)/ A(r,e,f)dr < N (e) (191)
7=0

vous ne pouvez pas contaminer plus de personnes de 1’état e qu’il n’existe,
dans la population, de personnes de I’état e (!). En réalité, on travaillera
dans ’hypothése dite de linéarisation. C’est-a-dire que 'on aura :

T=+00
V(e.f), N(e) / A(re,£) dr << N (e) (192)
7=0

Les Anglais diraient que ’on a besoin que la quantité ci-dessus (le membre
de gauche dans I’égalité) soit « sizable », c’est-a-dire d’un ordre de gran-
deur ni trop grand (et donc trés loin de N (e)) ni trop petit. En pratique,
la quantité précédente sera donc de 'ordre de quelques unités. On va voir
comment étre plus précis sur cette quantité. La littérature, pour parler
de cette hypothése, parle de régime linéarisé. Il semble plus parlant, pour
reprendre ce qui se fait en physique, de parler de régime dilué.

5. Pour les gens qui aiment la physique et qui sont amateurs de physique
statistique sur les particules, la quantité

N (e) /T—+00 A(r e, f)dr (193)

est assimilable & une section de collision. Reprenons ainsi ’expérience de
Rutherford. Cela consiste & envoyer un grand nombre de particules avec
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une certaine vitesse (disons 1’état f) sur une surface S qui contient une
particule cible et & compter toutes celles qui ressortent avec une autre
vitesse (appelons cela ’état e) (car elles ont été déviées & cause de la
particule cible). Alors notera par N (e)o (e,f) /S le nombre de parti-
cules déviées. o (e, f) s’appelle la section (différentielle) de collision. On
voit que l'on est ici, avec le taux d’infectivité, dans la méme démarche :
introduire un opérateur de comptage qui permet de dénombrer des in-
dividus subissant un changement d’état a cause d’une « rencontre ». On
pourra méme, comme pour la physique, appeler le terme N (e) A (7, e,f)
un tauzx différentiel d’infectivité , tandis que la quantité :

N (e) U (r,e,f)dr (194)
7=0

pourrait se concevoir comme un taux efficace d’infectivité.

Le nombre total de personnes infectées par une personne de 1’état f &
I'instant ¢ = 0 se calcule donc sous la forme :

e=2L

> Nie) +OO.A(T,e,f) dr (195)

=0

cet opérateur s’appelle « opérateur de la génération suivante » (en an-
glais « next gen operator »). Il est aussi connue sous le nom de WAIFW-
matrix « Who Acquires Infection From Whom » (la matrice de qui se fait
contaminer par qui).

DANS LA SUITE, POUR ALLEGER LES NOTATION, NOUS UTILISERONS
LA NOTATION

A(r,e,f)

EN LIEU ET PLACE DE LA NOTAION

N (e) A(r,e,f)

Il faut maintenant noter deux choses trés importantes, qui vous nous permettre
de mieux comprendre comment se construit la théorie du Ry :

1.

d’abord, pour chaque translation chronologique 7, et pour chaque couple
d’état (e, f) € [1,2L] x [1,2L], le taux différentiel d’infectivité A (7, e, f)
est une MATRICE;

2. chaque élément de cette matrice est un nombre réel POSITIF (OU NUL);

3. ainsi, le taux efficace d’infectivité

+oo
A(r,e,f)dr (196)
7=0

est lui aussi une matrice n’ayant que des termes positifs ou nuls.

58



AINSI LA THEORIE DU Ry EST UNE THEORIE LIEE AUX MATRICES
POSITIVES. 1l est important de noter cela car la théorie des matrices positives
va nous permettre de comprendre ce qu’il en est de la définition du Ry et de
ce que l'on peut tirer comme information. Le document de Jean-Etienne Rom-
baldi sur la théorie de Perron-Frobenius que nous avons déja cité et que ’on
peut trouver facilement sur la Toile nous sera encore d’un secours inestimable.
Nous ne pouvons que remercier les mathématiciens qui rendent gracieusement
disponible leur travail. Avant cela, nous terminons cette partie en établissant
I’équation d’évolution du taux d’infectivité par unité de temps en utilisant le
taux différentiel d’infectivité.

Rappelons que pour (¢,e) € Rx[1,2L], on note Z (¢, e) le nombre total d’indivi-
dus dans ’état e qui sont infectés (et donc infectants) & I'instant ¢. Plagons-nous
a un instant t. On veut déterminer le nombre de nouvelles personnes qui sont
infectées a 'instant t. On veut compter, grace au taux différentiel de d’infectivité
le nombre de personnes infectées a I'instant ¢

1. Pour cela on choisit 7 > 0 et on fait une translation dans le passé d’un
temps 7. A linstant ¢t —7, pour chaque état f, il y a un nombre Z (¢ — 7, f)
de personnes infectées.

2. Entre t—7 et t—7+d7, chaque personne de I’état f contamine un nombre
de personnes de I’état e donné par :

A (7, e, f)dr. (197)

ce qui fait, puisque 'on a Z (t — 7, f) personnes de I’état f qui sont conta-
minantes, que le nombre total de personnes de ’état e qui sont infectées
par I’état f s’écrit entre t — 7 et t — 7 + d7 est donné par :

d2Inew (r,e) = A(r,e,f) Z(t —7,f)dr. (198)

3. En intégrant sur le passé (7 € [0, +00) ) et en sommant sur tous les états
f, on obtient ainsi, a I'instant ¢, le nombre total de personnes de 1’état e
qui sont infectées a I'instant ¢. On a ainsi :

I(te) = Z/ A(r,e.£)T(t— 7 ) dr (199)

f=1 J7=0

4. Si on dérive par rapport au temps, c’est & dire que 1’on pose :

i(te) = (1, (200)
on en déduit alors I’équation du taux d’infectivité par état qui est :
f=2L 400
i(t,e) = Z/ A(r,e f)i(t—7,f)dr (201)
f—1 J7=0

Quelques remarques sur cette équation :

1. L’équation 201 obtenue est effectivement proposée dans « On the defini-
tion and the computation of the basic reproduction ratio Ry in models for
infectious diseases in heterogeneous populations » O. Diekmann, J. A. P.
Heesterbeek, and J. A. J. Metz, J. Math. Biol. (1990) 28 :365-382. Sans
explication cependant.
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2. On peut connaitre le nombre de personnes de I’état e qui ont été infectées
entre (—oo,t) par le relation

s=t
7 (t,e) = / i(s,e)ds (202)
en supposant simplement que ’on a comme condition « initiale » :
Ve € [1,2L], Z(—o0,e) =0 (203)

Certes, ’objet que ’on manipule, le taux différentiel d’infectivité, est un objet
théorique remarquable. Mais la vraie question est plutot la suivante : EXISTE-
T-IL UN MOYEN DE CONSTRUIRE A (7, e, f) ? Et c’est bien la que les choses
se gatent. En fait, pour espérer avoir une construction a priori et utilisable de ce
taux différentiel, il FAUT CONNAITRE LA PHYSIQUE NEWTONIENNE (!)
DE LA TRANSMISSION DU VIRUS. Ainsi, on peut par exemple distinguer
deux cas diamétralement opposés :

1. celui des maladies sexuellement transmissibles. Dans ce cas, tout semble
étre réuni pour que le modéle soit pertinent et constructible. En particu-
lier tous ceux qui ne sont pas déja infectés sont des personnes totalement
contaminables car, sauf vaccin, il n’existe pas forcément de défense na-
turelle. D’autre part, les personnes infectées le restent en 1’absence de
traitement et donc sont totalement contaminantes indépendamment du
temps : ce qui signifie que 'opérateur A (7, e, f) ne dépend pas du temps.
Il "suffit" alors de construire la matrice des contacts sexuels pour avoir
la structure de celle de A et si ’on donne une probabilité de transmettre
le virus par unité de rapport sexuel, on peut ainsi avoir, a priori, une
construction efficace du taux différentiel.

2. Celui des virus respiratoires. Dans ce cas en général, la physique (new-
tonienne) de la transmission est en général trés difficile & déterminer. le
virus peut se transmettre par voix respiratoire, étre manuporté, c’est-a-
dire qu’il se transmet par contact des mains avec des surfaces contaminées
(d’ou 'importance souvent rapportée du lavage des mains), passer par les
sprays, c’est-a -dire les gouttelettes émises par les toux, les éternuements,
etc. Bref, contrairement au cas des maladies sexuellement transmissibles,
il est parfaitement chimérique de vouloir construire le taux différentiel
d’infectivité a priori par on ne sait quelle matrice des contacts. Dit autre-
ment, il est possible qu’il existe un taux différentiel d’infectivité A (7, e, f)
qui permette de modéliser la propagation du virus, mais pour le physicien
(mathématique) que je suis, il semble clair qu’un tel objet ne peut étre
identifié que de facon "inverse" : étant connu dans la phase de croissance
exponentielle la dynamique par état du virus, alors on doit pouvoir es-
sayer de reconstruire la forme du taux différentiel d’infectivité grace a
Pobservation. Certes, le probléme sera mathématiquement mal posé (ce
qui veut dire que vous ne pourrez pas trop déduire d’informations de
vos observations), mais les mathématiciens savent traiter cet écueil (sans
vouloir toutefois jamais donner des solutions & des problémes qui n’en
n’ont pas).
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5.2 Rapides rappels sur la théorie du R, : le nombre de
reproduction de base.

Le nombre de reproduction de base, dit aussi Ry, a une interprétation assez
simple dans la modélisation des épidémies : sous des hypothéses idéalisées, il
indique combien de personnes vont étre contaminées par une personne qui est
elle-méme infectée. Ce nombre appartient en fait au tauz efficace d’infectivité |
c’est-a-dire a la matrice suivante :

V(e,f) € [1,2L] x [1,2L], Ale,f]:= /OO A(ref)dr  (204)
7=0

comme nous ’avons déja dit, cette matrice est positive, c’est-a-dire que tous
ces coefficients sont positifs ou nuls. La raison fondamentale & cela c’est que
cette matrice, si vous lui donnez en entrée un vecteur de type (Cf : f € [1,2L])
contenant, pour chaque état f, un nombre C¢ > 0 de personnes contaminées,
alors, en retour, le produit matrice vecteur renverra :

f=2L
D=AC, ie Ve€[1,2L], De= Y Alef]Cs (205)
f=1

est toujours tel que De > 0. Introduisons la définition suivante :

Definition 7. Soit C € R2Y un vecteur. On dit que ce vecteur est positif, et
l’on note C' > 0 lorsque
vfe[1,2L], C¢>0 (206)

On note C' = 0 lorsque C' # 0 et C = 0. Finalement on note C' > 0 lorsque
vf e [1,2L], C¢>0 (207)

un vecteur C' > 0 est ainsi un vecteur qui a toutes ses composantes positives
ou nulles et donc au moins une est non nulle. On peut étendre les notations a
la matrice A.

Definition 8. Soit A € Moy, (R) une matrice carrée de taille 2L. On dit que
A > 0 lorsque tous ses coefficients sont positifs ou nuls et on dit que A > 0
lorsque tous les coefficients de A sont strictement positifs. Dans le premier cas,
on dit que A est positive ou nulle, dans le second cas on dit que A est strictement
positive.

On remarque par exemple que C' > 0 et A > 0 entrainent AC' > 0. Les
matrices positives ont des propriétés structurelles importantes. C’est la théorie
de Perron-Frobenius (dont fait partie le théoréme que l'on a déja utilisé). Pour
comprendre cette théorie, nous avons besoin d’un peu de précision supplémen-
taire.

Definition 9. Soit A € M,, (R) une matrice (carrée de taille n) & coefficients
réels (pas nécessairement positifs). On rappelle que le polyndéme caractéristique
de A, noté x [A] (Z), est obtenu formellement par :

X (A) (2) = det (A — 2I) (208)

ot I désigne la matrice identité et det () la fonction de déterminant. Le poly-
nome caractéristique de A est un polyndome de degré n.
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Spectre d’une matrice réelle :

Definition 10. On appelle spectre de A, noté Sp(A), l’ensemble des racines
(prises dans l’ensemble des complexes C) du polynéme caractéristique de A,
c’est-a-dire que :

zeCesSp(A)e x[Al(z)=0 (209)

finalement, on appelle rayon spectral de A, que l'on note p (A), le plus grand
module des éléments de Sp (A). Autrement dit, on a :

p(A) =max{|z|, z € 5p(A)} (210)

Nous allons voir en fait que le Ry n’est rien d’autre que le rayon spectral de
la matrice A du taux effectif d’infectivité. Mais avant de le définir brutalement
ainsi, nous allons d’abord essayer de comprendre pourquoi le rayon spectral est
un concept intéressant pour les matrices positives. Introduisons maintenant la,
notion de valeur propre d’une matrice :

Definition 11. Soit A € M,, (R) une matrice (carrée de taille n) a coefficients
réels (pas nécessairement positifs). On dit que \ € R est une valeur propre de A
lorsqu’il existe un vecteur C' # O tel que l’on ait :

AC = \C (211)

Un réel \ est une valeur propre de A si et seulement si c¢’est une racine réelle
du polynome x [A] (z)

A priori, il n’y a pas forcément de lien entre rayon spectral et valeur propre.
Dans le cas ou la matrice A est diagonalisable, il y a égalité entre la plus grande
valeur propre de A et le rayon spectral. Mais une matrice peut méme n’avoir
aucun vecteur propre. Hormis le cas assez simple de la diagonalisation, il y a un
autre cas ou l'on peut relier le rayon spectral avec la plus grande valeur propre
(qui alors existe), c’est le cas des certaines matrices positives ou nulles. Nous
aurons besoin des définition suivantes (voir Jean-Etienne Rombaldi).

Definition 12. Soit A > 0 € M,, (R) une matrice positive ou nulle de taille n.
On dit que :

1. la matrice A est irréductible si et seulement si la matrice (I + A)"fl est
strictement positive ;

—2n+2

2. la matrice A est primitive si et seulement si la matrice A est

strictement positive.

On voit que dans tous les cas, une matrice qui est strictement positive est
tout a la fois irréductible et primitive. Notons qu’une matrice primitive est
toujours irréductible mais que l'inverse est parfaitement faux. Par exemple, si
vous considérez n = 2 et que vous choisissiez la matrice

0 a
A_{b 0], a>0, b>0 (212)
c’est une matrice positive, carrée, de taille n = 2. Alors, on a facilement :
n-1_ |1 a n?—2nt2 _ a2 _ | ab 0
(I+A) [b 1}, A =A {O ab (213)
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Ainsi, on voit bien que la matrice A est irréductible mais certainement pas pri-
.. . 2_ N
mitive puisque A™ 272 posséde des valeurs nulles.

Annoncons maintenant les deux théorémes principaux de la théorie de Perron-
Frobenius

Théoréme 2 (Perron-Frobenius Irréductible). Soit A > 0 € M,, (R) une ma-
trice positive ou nulle de taille n qui est irréductible. Alors :

1. p(A) > 0 est une valeur propre simple de A ;

2. l’espace propre associé a cette valeur propre est engendré par un vecteur

C > 0 (i.e. toutes ses composantes sont strictement positives).

On va maintenant arriver enfin au but ultime de la théorie du Ry, celui sur
le comportement asymptotique des matrices primitives.

Théoréme 3 (Perron-Frobenius Primitive). Soit A > 0 € M,, (R) une matrice
positive ou nulle de taille n qui est primitive. Soit p (A) son rayon spectral et

Co > 0 son unique vecteur propre de norme 1 (pour la norme |-||; justement).
Alors :

1. 4l emiste une unique vecteur CO > 0 tel que :

2. Pour tout vecteur C =0 on a
A"C ~(CP,C)p™ (A)C°, m — 400 (214)
ot (-,-) désigne le produit scalaire entre vecteur.

Ce théoréme dit la chose suivante : si la matrice est primitive, alors quel que
que soit votre vecteur de départ C, vous aurez :

: 1 m _ 0 0

Autrement dit, indépendamment de votre point de départ, votre point d’arrivée
sera toujours le méme (& un facteur prés). Vous finirez par étre colinéaire a C°,
mais cette colinéarité va s’exprimer de différentes maniéres :

1. si p(A) < 1, vous serez colinéaire & C° et vous allez également tendre
vers 0

2. si p(A) =1, vous tendrez vers (C?,C) C?;

3. si p(A) > 1, vous serez colinéaire & C° mais votre norme va finir par
devenir infinie.

On en vient maintenant & la définition précise de Ry.

Definition 13. Soit (Afe,f],e € [1,2L], f € [1,2L]) la matrice représentant
le tauz efficace d’infectivité. Cette matrice est nécessairement positive ou nulle.
On suppose qu’elle est primitive. Alors on pose :

Ry =p(A) (216)

le nombre basique de reproduction.
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Pour interpréter ce taux de reproduction, on va passer en mode « next gen ».
Supposons, pour simplifier, que I'on ait :

Vr>T;, Alr,e f]=0 (217)

autrement dit, une personne infectée cesse d’étre infectante au bout d’un temps
T;. Supposons qu’a t = 0 on note par (Z(0,f), f € [1,2L]) le nombre de per-
sonnes infectées (et donc infectantes) par état, a 'instant ¢ = 0. Le nombre de
personnes qui auront été infectées a 'instant T; sera donné par :

f=2L
I (Ti,e) = > Ale,f]Z(0,f) (218)

f=1

Mais & leur tour, les personnes (J (T}, f) f € [1,2L]), celles de la premiére gé-
nération, vont pouvoir infecter des personnes. On produit ainsi la génération &

2T; selon :
f=2L

J (2T e)= Y Ale,f]J (T, ) (219)
f=1

et ainsi de suite donc. Si bien qu’on peut calculer la m-iéme génération par
J (mT;,:) = A™T(0,:) (220)

comme la matrice A est supposée étre primitive, alors, lorsque m devient suffi-
samment grand, on a :

J (mT;,:) ~ {(CY,T(0,:)) RG'Z(0,:) (221)

comme on a C? > 0 et Z(0,:) > 0, il est clair que (C?,7(0,:)) > 0. Par
conséquent, on a trois cas :

1. ou bien Ry < 1 : dans ce cas, I’épidémie disparait car la génération m
voit le nombre de personnes tendre vers 0. On a en effet :

f=2L f=2L
> T (mTif) = R’ <<0371(0,:)> > I(O,f)) -0 (222)
f=1 f=1

2. Ou bien Ry = 1 : alors dans ce cas ’épidémie est controlée. L’ordre de
grandeur de J (mT;,:) est le méme que celui de la génération initiale
(infectante) Z (0,:). On a :

f=2L f=2L
S T (T 6) = <<cfz,z<o,:>> > I(o,f>> (223)
f=1

f=1

3. Ou bien Ry > 1 : dans ce cas I’épidémie va s’accroitre rapidement. On a
en effet :

f=2L f=2L
> T (mTy,f) = Ry <<CS,I(0,:>> > I((Lf)) — 400 (224)
f=1 f=1

Ajoutons ici quelques remarques :
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. L’interprétation de Ry est la suivante : Ry représente quelque part le
nombre moyen de personnes qui vont étre contaminées par une personne
infectante. Ainsi, pour donner une image, si une personne en contamine
trois, les trois vont en container neuf et ainsi de suite, conduisant & une
croissance exponentielle du nombre de personnes infectées.

. Avecun Ry < 1 et avec le méme raisonnement, I’épidémie doit disparaitre
de facon exponentielle!
. On retrouve ici le fameux Ry > 1 et Ry < 1. Ce que prétendent les auteurs
de l'article, c’est que grace au confinement, on est passé miraculeusement
d’'un Ry > 1 (les auteurs le mesurent & 3), & un Ry < 1. Autrement dit,
SELON LES AUTEURS, GRACE AU CONFINEMENT, L’EPIDEMIE
AURAIT DISPARU AUSSI VITE QU’ELLE EST APPARUE ; qu’un tel
bobard soit repris par tous les médias nous parait absolument scanda-
leux. Il est absolument faux que le confinement aurait pour effet de faire
décroitre exponentiellement 1’épidémie.
. La théorie du Ry qui repose sur les matrices (opérateurs) primitives,
voila bien une caractéristique qui semble avoir échappé aux inventeurs
eux-mémes de cette notion. Ainsi, dans le papier « On the definition
and the computation of the basic reproduction ratio Ry in models for
infectious diseases in heterogeneous populations » O. Diekmann, J. A. P.
Heesterbeek, and J. A. J. Metz, J. Math. Biol. (1990) 28 :365-382, le
premier exemple que prennent les auteurs pour illustrer l'intuition du Ry
est une matrice de la forme :
0 a

A= [ b o } (225)
qui est effectivement irréductible mais pas primitive. De fait, il ne peut y
avoir de convergence indépendamment de la valeur initiale Z (0, :) vers le
vecteur propre de norme maximum. Il est assez étonnant que les auteurs
de Tarticle en question - une référence absolue dans le milieu - se soient
eux-mémes laissés aller & ne pas distinguer irréductible et primitive. Pour-
tant, je tiens cet article pour un article de trés trés grande qualité (et
je suis en général plutot exigeant). On peut d’ailleurs développer « a la
main »’absence de convergence. Notons d’abord que cette matrice pos-
séde deux valeurs propres distinctes, et deux vecteurs propres :

A=+vab, € =[va,vb], ¢ =[-va Vi (226)
si l'on choisit Z (0,:) = [0, 1], alors on voit que 'on a :
A?PT(0,:) = (ab)? [0,1], A*TZ(0,:) = (ab)® [a,0] (227)

Ainsi, on voit que les suites (A?PZ(0,:)) et (A*T1Z(0,:)) sont orthogo-
nales : elles ne peuvent donc pas converger vers la méme limite.

Pour finir, il faut donner le lien, comme cela est indiqué dans Diekmann & al.
(et lorsque la matrice A est primitive) et 'unique vecteur propre (de norme
unité) associé a la valeur propre Ry = p(A). Souvenons-nous de ’équation du
taux d’infectivité i (¢, e) :

2L .
z(t,e):fz_;/T_OA(T,e,f)z(t—T,f)dT (228)
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Cherchons des solutions de cette équation sous la forme i (¢, €) = exp (At) @ (e).
Alors, cela revient A trouver (A, ¢ (e)) sous la forme :

2L 400
exp (At) @ (e) Z /7 A(r,e,f)exp(A(t—71))p(f)dr  (229)

2L 400
ple) = >, / A(7,e,f)exp (—A71) ¢ (F) dr (230)

f—1 =0

Ainsi, on peut trouver & cette équation une solution de la forme désirée, a
condition de montrer qu’il existe A tel que la matrice
~ +OO
AN e f) = A(r,e,f)exp (=A7)dr (231)
7=0
possede un vecteur propre (strictement positif) pour la valeur 1 (au passage la
matrice A (), e, f) est la transformée de Laplace du taux différentiel d’infectivité
A(7,e,f)). Selon le signe de A, on aura :

+o0 +oo
A>0= A(r,e,f)exp (—A1)dr < A(r e f)dr (232)
7=0 7=0
Ainsi, on pourra écrire, au sens de I'inégalité matricielle (i.e. répétée sur toutes
les composantes), que ’on a :

0< A <A:>p<fi()\)> < p(A) (233)

le rayon spectral va étre ici une fonction continue de A (cela tient au fait que
les racines d’un polyndme sont continues avec les coefficients et que les coeffi-
cients sont calculés par les déterminants qui sont aussi des fonction continues.
Finalement prendre le max revient & prendre la norme infinie sur un vecteur et
c’est aussi continu). De plus, il est clair que ce rayon spectral est une fonction
strictement décroissante de A qui tend vers 0 & I'infini. Donc :

1. si Ry < 1, il n’est pas possible de trouver une solution ;

2. en revanche, si Ry > 1, on peut toujours trouver un unique Ag > 0 tel
que le rayon spectral de A4 (\) soit exactement égal & 1;

3. dans ce cas, on voit que par Perron-Frobenius, il y a un unique vecteur
positif @¢g qui est vecteur propre strictement positif, de norme unité (en
norme 1) pour la matrice A (A).

Donc on arrive & la conclusion suivante :

Proposition 6. Si Ry > 1, alors il existe un unique Ao > 0 et un unique vecteur
do > 0 normalisé tel que :

V(t,e), i(t,e) =exp(Aot) o (€) (234)
soit solution de l’équation du tauz d’infectivité.

Remarque : avec Ry < 1 on a exactement le méme résultat d’existence et
d’unicité, sauf qu’alors Xy < 0.
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Les solutions exponentielles sont trés importantes en pratique car en général
on observe effectivement ces solutions en début d’épidémie. Cela rejoint en effet
I’approche « next gen » pour laquelle un vecteur initial vient effectivement se
caler sur un vecteur propre. On peut citer ici Diekmann & al :

« Note that \g and ¢y describe the growth and the e-state distribution in the
exponential phase of an epidemic, when the influence of the precise manner in
which the epidemic started has died off and the influence of the nonlinearity is
not yet perceptible. »

Ce qui veut dire qu’en début d’épidémie, écartés les premiers jours d’épidémie
non significatifs, on a forcément Ry > 1 et on doit observer, a priori, une crois-
sance exponentielle du nombre d’individus nouvellement infectés par unité de
temps.

5.3 Exploitation des données numériques - comparaison
avec le modéle des auteurs

Il faut noter que le modéle utilisant le taux différentiel d’infectivité - qui
permet donc de modéliser la dynamique de la propagation du virus - est écrit
sur la population globale du pays. Il permet de suivre, avec le temps, le nombre
de personnes qui sont infectées. Or, il arrive évidemment que 'on soit parfai-
tement incapable d’avoir accés & cette info & I’échelle de la population. Seules
les personnes ayant été testées et dont le test s’est révélé positif peuvent ainsi
- aprés en outre un long travail administratif de traitement des données - se
retrouver dans les chiffres. La premiére question que ’on se pose alors c’est de
savoir si les données disponibles sur un échantillon d’individus reflétent effecti-
vement la situation sur ’ensemble de la population. Rien n’est moins str pour
un tas de raisons. Mais I’hypothése la plus raisonnable, la plus simple et la plus
efficace c’est de supposer que ce que l'on voit dans les chiffres représente une
fraction de ce que ’on observe dans la réalité : autrement dit, il y a un facteur
de proportionnalité directe. Bien sir, vous ne connaissez pas le facteur et donc
connaitre I’état réel de la population infectée a partir de celui observé est sans
doute sans espoir. Cependant, eu égard a la linéarité du modéle, cela est sans
conséquence sur un certain nombre d’informations que I’on pourra tirer des ob-
servations faites sur les gens détectés.

A nouveau, nous devons nous débrouiller seul s’agissant de trouver les don-
nées des personnes infectées. A nouvean, c’est sur le site de Wikipedia que nous
sommes allé chercher ces données. Les deux données intéressantes sont les sui-
vantes :

1. le nombre de nouveaux cas détectés par jour : I’histogramme quotidien ;

2. le nombre total de personnes détectées jusqu’a un certain jour : I’histo-
gramme cumulé quotidien.

D’un point de vue mathématique et pour revenir & nos notations :

1. le nombre de nouveaux cas quotidiens correspond au taux d’infectivité
calculé sur toute la population, c¢’est-a-dire en sommant sur tous les états
possibles :

is(t)= > i(te) (235)
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2. le nombre de cas total quotidien correspond au nombre de personnes in-
fectées calculé sur toute la population, c¢’est-a-dire 1a encore en sommant
sur tous les états possibles :

e=2L

I, (t)= > I(te) (236)

e=1

La relation liant Z, (t) & ¢ (¢) est celle d’un rapport de dérivation et d’intégration :
plus précisément :

s=t

(1), Vito T, () = T, (to) + / i(s)ds (237)

s=to

T,
Vit g (t) = dd;

D’une maniére générale, lorsque vous aller faire des problémes inverses, il vaut
mieus travailler sur les grandeurs intégrales que sur les grandeurs dérivées. Nous
travaillerons donc sur la grandeur T (t), c’est-a-dire sur la fréquence cumulée.
Supposons que ’on soit dans le régime dit « exponentiel », c’est-a-dire que 'on
estime raisonnablement que ’on a :

Yt > tg, Ve € [12L], i (t,e) = exp (At) ¢ (€) (238)

Par sommation sur les états on en tire :

YVt > to, is(t) =is(to)exp (A (t —tg)), is(to) = ef;L o (e) (239)

D’ou, par intégration : 7
Zs (t) — Zs (to) = /Ti:: is (to) exp (A (T —tg)) dr (240)
= i (t0) 3 fexp (A (¢~ 10)) ~ 1 (241)

Il y a plusieurs maniére d’exploiter cette relation. On va procéder de la maniére
suivante :
(to)

A

Si l'on se restreint, alors pour les ¢ > t,ps tel que exp (A (¢t —tg)) >> 1, on a
avec une trés bonne approximation :

(1) ~ T (to) = 11 fexp (A (¢ — 1)) — 1] (242)

is (tO)
A

Vit > tops, In(Zy (t) — Zs (t)) ~ In ( ) FA(E—to) (243)

Si, pour les mémes instants t > t,,s pour lesquels on a exp (A (t —tp)) >> 1 on
a aussi Z (t) >> Z (to), on en déduit alors :

In(Zs (t)) = 1In (is E\to)> + A (t—to) (244)

On va alors procéder de la sorte :
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1. d’abord, on choisit une période [tg,ts] pour laquelle on estime que le
régime exponentiel est bien atteint. On sait en effet d’aprés la théorie
« next gen »et la théorie du Ry qu’il faut attendre un certain temps
avant le début de ’épidémie avant de rentrer dans ce régime.

2. On choisira donc de travailler avec T; = 8, c¢’est-a-dire que 1’on se place 8
jours aprés le début de ’épidémie. Ce chiffre est relativement arbitraire
MALIS : si vous pensez effectivement que la modélisation par taux diffé-
rentiel d’infectivité est correcte, alors vous avez le DEVOIR de procéder
ainsi. Sur une épidémie qui va durer environ A = 70 jours, il est honnéte
de penser qu’a T = 0.1A, vous serez & la fois dans le début de 1’épidé-
mie, mais que vous aurez laissé suffisamment de temps pour atteindre le
régime exponentiel.

3. Puisqu’il est censé y avoir un événement brutal qui change le mode de
transmission de I’épidémie, & savoir le confinement, nous étudions alors
le phénoméne jusqu’a T; = 22, soit 22 jours aprés 1’épidémie, c’est-a-dire
jusqu’au 17 mars 2020.

4. Dans cette période [t,ts], on choisit ensuite une date t,,s pour laquelle
ensuite on fera la régression linéaire sur [to,T%]. Il y a deux conditions
pour que ce soit le cas :

(a) que lon ait Zs (tops) >> Zs (T5) ;
(b) que 'on ait exp (Atops) >> exp (AT3).
Avec une approximation assez grossiére, on peut estimer que ’on a V¢ >
T;, Z,(t) ~ exp (At) et donc les deux contions précédentes sont en géné-
rales vérifiées en méme temps.
En ce qui nous concerne, rappelons quelques dates. Sur Wikipedia, les cas de
COVID rapportés sont enregistrés a partir du 25 Février 2020. Comme on essaye

ici de savoir ce que vaut D'affirmation de l'efficacité du confinement. Nous les
reportons en annexe. Il est assez facile de sélectionner :

t o =8 tops =14 ty=22

I, (t) 212 1372 7690 (245)

On trace alors la quantité In (Z;). Si tout se passe comme il le faut, on doit avoir
une droite de la forme d (t) = at + b pour laquelle on sait estimer les paramétres
a,b via une régression linéaire (en ce qui nous concerne, la fonction reglin du
logiciel (gratuit) SCILAB). On obtient alors la figure suivante (voir la figure 10)

Comme on peut le constater, I’accord est vraiment excellent : le coefficient de
corrélation linéaire est de 97%. Les coefficients trouvés sont :

Vt € [taps tf], y = at+b, (246)
— a=02181581jour !, b=4.2156691  (247)

In <Z(;°)> FA(t—to) (248)

& A=a=0.2181581jour ! (249)

On remarque sur la courbe qu’il y a un point particulier, t, = 16! pour le-
quel la valeur donnée par la régression linéaire est exactement celle donnée par

1. il y a un décalage de 1 jour entre l’affichage et notre numeérotation
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vérification du régime exponentiel de développement du virus du 9 au 17 mars 2020
9.2

{ [>6—>¢—X regression linéaire: corrélation 0.965
9 o |0—0—=0 In(I(t))

8.8

8.6

8.4

8.2 H

In(l(t))

8 —

7.8 4

7.6

7.4 H

7.2 —
14 15 16 17 18 19 20 21 22

|nombre de jours depuis le 25 février 2020 |

FIGURE 10 — comparaion entre la théorie du régime exponentiel et ’observation
des cas de COVID19 en France du 9 au 17 mars 2020

In (Zs (t,)). On peut alors se servir de ce point pour estimer la donnée qu’il nous
manque, & savoir i, (tg). On obtient ainsi :

ig (tO) = )‘I(tu) exp (_A (t’u - tO)) (250)

En principe, si le calcul n’est pas idiot, on doit retrouver, & peu prés, pour is (o)
la valeur mesurée du nombre de nouveaux cas a tg = 8 jours. En réalité, il n’y a
assez peu d’espoir que 'on trouve quelque chose de trop précis car les données
mesurées sont trés fluctuantes. D’autre part, il ne vous aura pas échappé que
I’on a nous-méme utilisé un modéle continu alors que les données sont discrétes.
Il y a quand méme de nombreuses hypothéses théoriques dont on ne sait pas
trop ce qu’elles valent. Cependant le calcul nous donne ainsi :

is (to = 8 jours) = 0.2181581 % 1372 % exp (—0.2181581 x8)  (251)
= 52 individu/jour* (252)
% (to = 8 jours) = 21 individu/jour (253)

Dans ces phénoménes exponentiels qui ont beaucoup de bruit et qu’il faut im-
pérativement régulariser, c’est bien ’ordre de grandeur qui prime et ici on peut
étre trés satisfait de l’accord.

Fort de ses résultats qui nous permettent d’avoir une valeur fiable, semble-t-
il dans le régime exponentiel, on peut croire que la théorie fonctionne. On va
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maintenant essayer d’exploiter au mieux le .

Pour cela, il faut revenir & un fait trés important que vous ne pouvez pas com-
prendre si vous n’avez pas fait la théorie des états exponentiels. Nous avons
vu que l’état exponentiel, c’est-a-dire la solution i (t,e) = exp (\t) ¢ (e) existe
pour un unique A\ :

le réel X est 'unique paramétre tel que la matrice

—+oo
A\ e f) = / exp (—A7) A (7, e, f) (254)
t=0
ait un rayon spectral égal & 1. On va faire maintenant une hypothése, certes sim-
plificatrice, mais qui va nous permettre de préciser un peu les choses. Reprenons
la matrice efficace d’infectivité, & savoir :

Aef) = / iom A(r,e,f) dr (255)

L’hypothése la plus simple (et d’ailleurs que font les auteurs sans s’en aperce-
voir), c’est de supposer que 'on a en fait :

A(r,e,f) =x(t <T.)A(e,f) (256)

ou x (t < T) est la fonction caractéristique de 'intervalle [0, T¢], c’est-a-dire que
cette fonction vaut 1 si 0 < ¢t < T, et qu’elle vaut 1 si ¢t > T.. Ici le temps T,
s’interpréter comme la durée durant laquelle une personne elle-méme infectée
est contagieuse. Dans ce cas, on a peut relier maintenant la matrice A(A,e, f)
avec la matrice efficace d’infectivité A (e, f) :

A (e7 f) =T.A (e, f) (257)

Or, on sait que l'on a également :

A\ e f) = /T:mexp( M) A(r, e, f)dr (258)
_ /TO (t < T.)exp (—Ar) A (e, £) dr (259)
- ( / exp ( AT)dT> (e.£) (260)
= (- exp(AT)Ale ) (261)
On en tire ainsi la relation :
A e f) = AlTC (1= exp (—ATL) A (e, ) (262)

Maintenant, c’est assez simple car, dans ’hypothése ou Ry > 1 (ce qui revient
a dire que A > 0), l'on sait que A > 0 est le seul réel tel que l'on ait :

p (A (A)) =1 (263)

71



On peut alors facilement écrire maintenant, dans le modéle que nous avons
posé, la relation entre A, T.., Ry puisque 'on a (avec p (-) 'application qui donne
le rayon spectral d’une matrice) :

p(Aben) = (5 a-ewam)aEn) o
L= 5 (e (L) (A e f) (265)
1 = /\;C (1 —exp(=AT.)) Ry (266)
Ry — AT (267)

(1 —exp (=ATe))

Comme on ne sait pas trés quelle valeur donner & T, on peut fournir la courbe
donnant le Ry en fonction de T,., dans le modéle que nous avons donné de
A(7,e,f). On obtient la figure :

|Lien entre R_0 et la durée de contagiosité T_c pour \lambda = 0.218
7

6.5 o

valeur de R

rt+————-—--—v
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

Durée de contagiosité

FIGURE 11 — relation entre le nombre basique de reproduction et le temps de
contagiosité pour A = 0.218 jour—!

La courbe est presque une droite pour les grandes valeurs de T, puisque 'on
a raisonnablement 1 — exp (—A\T,) ~ 1. Dans cette approximation-la, si comme
les auteurs ’affirment (et on ne sait pas trop comment que Ry = 3.3), alors on
en déduit que 'on a T, =~ 15 jours. Ainsi, avec toutes ses hypothéses, on arrive
a l'idée, si l'on accepte un Ry de 3.3, que, d’aprés I'estimation que nous avons
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faite de A, une personne infectée est contaminante pendant 7, = 15 jours. Il
faut a ce stade noter une chose essentielle :

SI L’ON FAIT L'HYPOTHESE D’UN TAUX DIFFERENTIEL D’INFECTI-
VITE DE LA FORME y (¢t < T..) A (e, f), ALORS LE Ry EST INDEPENDANT
DE LA FORME DE A (e, f) SI L’'ON ESTIME QUE A EST UNE DONNEE
MESUREE.

Ce qui est en pratique le cas : il est important de mesurer A comme nous 1’avons
fait et ensuite de s’en servir pour avoir une relation entre R et T,.. Cette relation
est une conséquence immeédiate de la théorie du taux différentiel d’infectivité,
sous ’hypothése - dirons-nous - du x (¢t < 7T.). En général, on peut avoir une
bonne idée de T,, ce qui rend alors la détermination de Ry assez facile. Mais
cela ne tient que si 'on a des observations qui permettent d’avoir une bonne
confiance en A\. Comme pour notre plage d’observation c’est le cas (on I'a via
une régression linéaire avec un coefficient de 97%), il semble que ’on peut faire
relativement confiance aux chiffres obtenus.

5.4 le festival de nullités des auteurs quant au calcul de
Ry

Dans le cadre de ’hypothése du x (t < T¢), le lien entre A\, T,, Ry (via la
formule 267) est évident. Il est ainsi remarquable que la plupart des épidémio-
logistes cherchent impérativement & donner un Ry, quand bien méme la seule
mesure possible est celle du taux de croissance exponentielle \. Ensuite, si’on se
donne une estimation de T, on arrive directement sur le Ry. Cela, bien sir, nos
auteurs ’ignorent : ils n’ont jamais été capables de comprendre ’article originel
sur la théorie du Ry et donc de comprendre ce lien. Au lieu, donc, de travailler de
maniére précise, ils vont produire un festival d’hypothéses toutes aussi barbares
les unes que les autres... Dans un premier temps, ils vont se donner une forme a
priori de la matrice efficace. Il vont la choisir selon celle utilisée dans la référence
N. Hens, G. M. Ayele, N. Goeyvaerts, M. Aerts, J. Mossong, J. W. Edmunds, P.
Beutels, Estimating the impact of school closure on social mizing behaviour and
the transmission of close contact infections in eight Furopean countries. BMC
Infect. Dis. 9, 187 (2009) :

ND
Aaut (67 f) = Tq(c (268)
Notons déja qu’il y a un probléme dans l’article cité par les auteurs car dans cet
article on confond manifestement déja matrice différentielle et matrice efficace.
Originellement, la matrice « next gen » est une matrice efficace, c’est a dire que
c’est un taux par unité de personne, mais plus par unité de temps :

1. dans le modéle des auteurs C est la matrice de « contacts »par jour et
par habitant selon les classes d’age. Autrement dit, C (e, f) est le nombre
de « contacts » qu’un individu de la classe e échange avec ceux de la
classe f en une journée. C’est ce qui fait qu’il s’agit plus de la matrice
différentielle d’infectivité que la matrice efficace.
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2. Le nombre g est ensuite un facteur de proportionnalité : celui de la « pro-
babilité »que le virus a de se transmettre & chaque contact. Nous avons
déja dit ce que nous pensions de ’existence « en soi »d’une telle proba-
bilité. Nous ne reviendrons pas sur cette hérésie. En outre, I’idée que le
virus se propage uniquement via des contacts (qui ne sont pas sexuels)
quand on ignore a peu preés tout du mode exact de transmission du virus,
voild une idée exactement sans intérét. D’autre part, pour étre précis, ¢
devrait vérifier a minima la condition de dilution, & savoir :

/qp (C)dr << 1 (269)

Mais évidemment vous ne saurez rien de tout cela. Le modéle des auteurs
n’est pas fait pour étre sérieux.
3. N est la population du pays.

4. D est le « temps moyen de transmission de 'infection » : il s’agit sans
doute du temps

% (1 —exp (—ATe))

5. L est la « durée de vie ». Manifestement il s’agit du temps 7.

Evidemment, rien de tout cela n’est spécifié ni dans article des auteurs ni
dans la référence qu’ils utilisent. Cependant, si ’on résume et que ’on iden-
tifie proprement la prétention des auteurs avec le modéle du taux différentiel
d’infectivité, dans ’hypothése x (t < T.), on voit que 'on a :

/ NqC (e, f)dr ~ A (e, f) (270)

(Si 'on estime que ¢ joue le role d’une « probabilité en soi »). Si I'on accepte
alors I'idée que le temps moyen de transmission de l'infection vaut précisément :

+ee 11
D= / exp (—AT)dr = — ~ — (1 —exp (=AT¢)) (271)
T7=0 A A
on obtient alors immeédiatement que 'on a :
ND 1 .
Tq(C ~ T, (1 —exp(=AT.))A=A(N) (272)

Dit autrement, dans leur article, les auteurs confondent la matrice efficace A avec
A (A) qui est la transformée de Laplace de A (7)!!! Cela revient exactement a
confondre :

+oo T=00 R

Ale,f) = A(r,e f)dr et / A(r,e,f)exp(—Ar)dr = A() e, )

7=0 7=0

Or, si le rayon spectral de I'une doit donner le fameux Ry, alors on sait que
le lambda qui va permettre de retrouver les régimes exponentiels est précisé-
ment celui pour lequel (et il ne peut y en avoir quun seul) la matrice A (\)
a effectivement un rayon spectral égal & 1. Quant & la maniére avec laquelle
ils vont tenter de « démontrer »que le confinement a effectivement permis de
réduire le Ry, croyez-moi : méme avec la meilleure volonté du monde - et j’en ai
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- c’est incompréhensible. D’ailleurs, il est inutile d’essayer d’aller plus loin car,
en confondant la matrice efficace et la transformée de Laplace du taux différen-
tiel d’infectivité, toute tentative de construire un raisonnement valable est sans
espoir. On va maintenant démontrer trés simplement que les affirmations des
auteurs sont totalement fausses. Pour cela :

1. On va supposer, comme le prétendent les auteurs, que le confinement, dés
le 17 mars, a un effet sur la transmission du virus, qui est capable de chan-
ger radicalement le taux différentiel d’infectivité. Notons par A; (7, e, f)
un tel taux.

2. Cela revient a faire une sorte de « restart »dans le probléme : on part
de Z, (ty) la population infectées & la date ¢t et on écrit une nouvelle
succession de « next gen ».

3. Au bout d’un certain temps - disons A; = 8 jours -, le nouveau probléme
entre dans son régime exponentiel. On sait alors que ’on doit avoir :

VE> b+ Ay To(t) — Ty (b + A) =

T=t
/ s (tr + Ap)exp (N (T —tp — Ay)) dr, (273)
T:thrAt

ou selon les auteurs A; < 0 puisque selon eux on a R; < 1 (le nouveau
taux basique de reproduction).

4. Ce régime exponentiel doit au moins s’observer sur une dizaine de jours.
En fait, une fois le régime de décroissance exponentiel atteint, on le ne
quitte plus : ’épidémie doit disparaitre car Ry < 1.
Les deux seules choses que l'on doit obtenir, c’est donc i, (t; + A;) et ;. Pour
cela :

1. On peut obtenir une estimation de A\; en se donnant ’équation 267 qui
est aussi valable pour Ry < 1 et pour A < 0. Une résolution numérique
donne alors :

A\ = —0.08435 jour ! (274)

2. Ne reste plus qu’a trouver maintenant la valeur de i (ty + A;) avec ty =
22 et A; = 8. On a alors finalement s (30) = 2931. Ainsi que Z; (30) =

25193
On peut donc tracer facilement la courbe pour les V¢ > 30
T, (1) = 25193 — —223L 1oxp (—0.08435 (¢ — 30)) — 1] (275)
W= 0.08435 P

On obtient alors la courbe suivante (voir figure 12), qui se passe de commen-
taires :

6 Conclusion

Au terme de cette étude mathématique, il apparait ainsi que 17 auteurs de
10 laboratoires - dont les noms comptent parmi les plus connus au monde - n’ont
aucune compétence pour traiter des questions d’épidémiologie.
En réalité, cet article n’est en aucun cas un article qui pourrait remplir un quel-
conque critére de qualité pour publication et encore moins pour des gouvernants
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comparaison entre les données réelles et celle des auteurs
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FIGURE 12 — Comparaison entre les données mesurées et le scenario prevu par
les auteurs.

avises.

Totalement illisible, truffé d’erreurs grossiéres, d’incompréhensions notoires sur
des notions mathématiques parmi les plus élémentaires, ce papier ne visait en
fait qu’a servir un pouvoir avide de justifications « scientifiques » de sa poli-
tique : le confinement et la surveillance généralisée via des mesures de controle.
Il n’y a aucun scientifique dans cette liste d’auteurs. Seulement de nouveaux Lys-
senko en puissance, dangereusement empressés de pouvoir jouer un role dans la
conduite d’une politique liberticide du pays.

A vous les pseudos épidémiologistes qui vous permettez ainsi d’insulter la science
tout en vous félicitant d’éclairer le monde de vos merveilleuses compétences,
nous répondons ici que vous ne semez que l’ignorance barbare. Vous servez do-
cilement, par des trucages scientifiques, les dirigeants qui prétendent museler la
contestation de leur politique au nom de la science.

A jamais honte & vous.
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7 annexe

Nombre de nouvelles personnes hospitalisées & partir du 18 mars 2020 pour
cause de COVID

0 1 2 3 4 ) 6 7 8

J

H; 1229 1256 1540 1534 2053 2618 3166 3096 3058

J 9 10 11 12 13 14 15 16 17

H; 3332 2685 3107 4145 4281 3845 3627 2822 1931

J 18 19 20 21 22 23 24 25 26

H; 2754 3277 3139 2990 3161 2044 1688 1257 1965

J 27 28 29 30 31 32 33 34 35

H; 2415 2084 2166 1565 890 1464 1885 1619 1410

H; 36 37 38

J 1346 999 481
k 0 1 2 3 4 5 6 7
b 0.17 0.09 0.09 0.09 0.08 0.072 0.063 0.055
mrte 0.1532748  0.0815819  0.0825034 0.0837783 0.075695 0.0694375 0.0621514  0.0552432
k 8 9 10 11 12 13 14 15
mobs 0.047 0.038 0.03 0.027 0.025 0.022 0.02 0.018
mrue 0.0477341  0.0393653  0.0319624  0.0295761 0.028309 0.0256149 0.0237143  0.0218831
k 16 17 18 19 20 21 22
b 0.016 0.013 0.011 0.009 0.007 0.005 0.002

e 0.0200667 0.0171424  0.0152465 0.0131818 0.0108977 0.0082186 0.0034214
Les données du nombre de nouvelles personnes confirmées depuis le 25 février.

jour 1 2 3 4 S5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
N; 13 5 20 19 43 30 61 21 73 138 150 336 177 286 372 497

jour 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31
N; 595 785 839 923 1210 1097 1404 1861 1617 1847 2230 3167 2446 2931 3922

jour 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44
N; 3809 4611 2599 4376 7578 4861 2116 5233 4267 1873 3912 3777 3881

jour 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 o7
N; 4286 4342 3114 1613 2673 5499 2633 2641 405 2569 785 2051 2667

J
jour 58 99 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

N; 1827 1653 1773 1537 461 1195 1065 1607 1139 604 794 308 576
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