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Résumé

Dans ce papier, on s’intéresse à la construction de trans-
formations préservant l’équivalence Max-SAT afin d’infé-
rer de l’information (clause ou formule) à partir d’une for-
mule donnée. Dans ce but, on définit et caractérise la notion
de clauses et formules explicables, on propose un système
de preuve complet pour l’inférence dans Max-SAT et un al-
gorithme associé pour expliquer ou réfuter l’explicabilité
de n’importe quelle clause ou formule. On donne enfin des
bornes théoriques sur la taille des transformations calcu-
lées. Cet article résume le travail publié à la conférence
ICTAI 2021 [3].
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1 Introduction

Étant donnée une formule sous Forme Normale Conjonc-
tive, le problème Max-SAT consiste à déterminer le nombre
maximum de clauses qu’il est possible de satisfaire par une
affectation des variables. Un système de preuves bien connu
pour Max-SAT est basé sur la règle de la max-résolution [1]
qui est l’adaptation de la règle de résolution définie dans le
contexte du problème SAT [4]. La max-résolution, en tant
que système de preuve, est complète pour la résolution du
problème Max-SAT, c’est à dire qu’il est possible, à partir
de n’importe quelle formule sous forme normale conjonc-
tive ϕ, de déduire une formule équivalente composée d’une
sous-formule satisfiable et d’un multi-ensemble de clauses
vides, dont la taille est l’optimum de ϕ.

Cet article s’intéresse aussi aux systèmes de preuve pour
Max-SAT et en particulier à la capacité qu’ont ces sys-
tèmes pour la déduction d’informations (sous forme de
clause ou formule) à partir d’une formule donnée. Comme
la max-résolution est inférentiellement incomplète, on pro-
pose alors un nouveau système de preuve (ExC) inférentiel-
lement complet dont on étudie les relations avec d’autres
système de preuve connus. On propose aussi un algorithme
(l’algorithme d’explication) permettant d’expliquer ou de
démontrer l’inexplicabilité de n’importe quelle clause ou
formule dans Max-SAT. On démontre enfin les bornes théo-
riques sur la taille, en nombre d’étapes d’inférence, des ex-
plications calculées.

2 Explication de clauses
Pour commencer, on introduit la notion d’explicabilité, qui
peut s’étendre naturellement aux formules (on détaille ici
uniquement l’explication de clauses).

Définition 1 (Clause explicable et explication de clause).
Soit ϕ une formule CNF et c une clause non tautologique,
on dit que c est explicable dans ϕ s’il existe une formule
CNF ϕ′ telle que ϕ ≡ c ∧ ϕ′. La transformation de ϕ vers
c ∧ ϕ′ est appelée explication de c dans ϕ.

Pour faire l’explication de n’importe quelle clause dans
Max-SAT, on va simplement se ramener à deux cas ex-
trêmes de clauses explicables ou inexplicables.

Proposition 1. Soit ϕ une formule CNF et c une clause
non tautologique. Si ∃c′ ∈ ϕ telle que c′ sous-somme c (les
littéraux de c′ sont dans c) alors c est explicable dans ϕ.

Proposition 2. Soit ϕ une formule CNF et c une clause non
tautologique. Si ∀c′ ∈ ϕ, c′ s’oppose à c (deux littéraux de
c′ et c s’opposent), alors c est inexplicable dans ϕ.

Pour faire l’explication de formule, on va construire ité-
rativement des explications de clauses. Remarquons main-
tenant que la max-résolution est inférentiellement incom-
plète, c’est à dire qu’il existe des clauses explicables qui ne
peuvent pas être expliquées par max-résolution.

Définition 2 (Max-Résolution [1]). Étant données deux
clauses c1 = x ∨ a1 ∨ · · · ∨ as et c2 = x ∨ b1 ∨ · · · ∨ bt
avec A = a1 ∨ · · · ∨ as et B = b1 ∨ · · · ∨ bt, la max-
résolution remplace c1 et c2 par un ensemble de nouvelles
clauses dont c3 est la clause résolvante et cc1, . . . , cct+s

sont des clauses de compensation :

c1 = x ∨A c2 = x ∨B
c3 = A ∨B

cc1 = x ∨A ∨ b1
cc2 = x ∨A ∨ b1 ∨ b2

. . .
cct = x ∨A ∨ b1 ∨ · · · ∨ bt−1 ∨ bt

cct+1 = x ∨B ∨ a1
cct+2 = x ∨B ∨ a1 ∨ a2

. . .
cct+s = x ∨B ∨ a1 ∨ · · · ∨ as−1 ∨ as

Proposition 3. [2] La max-résolution n’est pas inférentiel-
lement complète.



3 Le système de preuve ExC
Comme la max-résolution est inférentiellement incomplète,
on propose un système inférentiellement complet.

Définition 3. Le système de preuve ExC est composé de
deux règles : la coupe symétrique et l’expansion.

Définition 4 (Coupe symétrique). Soient deux clauses c1 =
x ∨ A et c2 = x ∨ A où A est une disjonction de littéraux,
la coupe symétrique remplace c1 et c2 par c3 = (A) :

c1 = (x ∨A) c2 = (x ∨A)
c3 = (A)

Définition 5 (Expansion). Soit une clause c = (A) où A
est une disjonction de littéraux et B = b1∨ ...∨ bk, la règle
d’expansion remplace c par les clauses suivantes :

c1 = (A)

cc1 = (A ∨ b1)

cc2 = (A ∨ b1 ∨ b2)
...

cck = (A ∨ b1 ∨ ... ∨ bk−1 ∨ bk)
c2 = (A ∨B)

Proposition 4. ExC est inférentiellement complet.

4 L’algorithme d’explication
L’algorithme d’explication permet d’expliquer n’importe
quelle clause ou de réfuter son explicabilité. Pour cela, on
teste si la clause à expliquer tombe sur des deux cas ex-
trêmes évoqués avant. Si c’est le cas, on conclut (explicable
ou non explicable). Sinon, on remplace la clause c par deux
clauses c∨x et c∨x et il suffit d’expliquer ces deux clauses
pour expliquer c.

Théorème 1. Soit ϕ une formule CNF avec n variables
et c une clause explicable dans ϕ. Il existe une explication
de c dans ϕ utilisant les règles de ExC et contenant O(2n)
étapes d’inférence.

Exemple 1. On considère la formule ϕ = (x1 ∨ x2) ∧
(x1 ∨ x2 ∨ x3)∧ (x3)∧ (x1) et on veut expliquer la clause
c = (x1). On note T et C respectivement la séquence de
transformations et la séquence de clauses qui doivent être
expliquées. On construit progressivement l’explication c =
(x1), où l’ordre des variables est l’ordre lexicographique,
comme ci-dessous :

1. T = () et C = {(x1)}
— (x1) n’est sous-sommée par aucune clause de ϕ.
— (x1) n’est pas opposé à toutes les clauses de ϕ.
— On choisit la variable x2 qui n’est pas dans

(x1). On doit maintenant expliquer les clauses
(x1∨x2) et (x1∨x2). L’application de la coupe
symétrique sur ces clauses est aussi ajoutée à T .

2. T = (T1) où T1 = (x1 ∨ x2) ∧ (x1 ∨ x2) ⊢ (x1)
and C = {(x1 ∨ x2), (x1 ∨ x2)}
— La clause (x1∨x2) ∈ ϕ et est donc trivialement

expliquée.

3. T = (T1) et C = {(x1 ∨ x2)}
— (x1 ∨x2) n’est sous-sommée par aucune clause

de ϕ.
— (x1 ∨ x2) n’est pas opposé à toutes les clauses

de ϕ.
— On choisit la variable x3 qui n’est pas dans

(x1 ∨ x2). On doit maintenant expliquer les
clauses (x1 ∨ x2 ∨ x3) et (x1 ∨ x2 ∨ x3). L’ap-
plication de la coupe symétrique sur ces clauses
est aussi ajoutée à T .

4. T = (T2, T1) où T2 = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x2 ∨
x3) ⊢ (x1 ∨ x2) and C = {(x1 ∨ x2 ∨ x3), (x1 ∨
x2 ∨ x3)}
— La clause (x1 ∨ x2 ∨ x3) est expliquée par ex-

pansion de (x3) ∈ ϕ qui la sous-somme.

5. T = (T3, T2, T1) où T3 = (x3) ⊢ (x1 ∨x3)∧ (x1 ∨
x2∨x3)∧ (x1∨x2∨x3) and C = {(x1∨x2∨x3)}
— La clause (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∈ ϕ et est donc trivia-

lement expliquée.

6. T = (T3, T2, T1) et C = ∅. L’explication de la
clause (x1) est complète.

On conclut que ϕ ⊢ (x1∨x3)∧(x1∨x2∨x3)∧(x1)∧(x1) en
appliquant la transformation T , représentée dans la Figure
1. Remarquez comment la transformation T a été construite
depuis la fin. Les clauses (x1 ∨ x3) et (x1 ∨ x2 ∨ x3) sont
des clauses de compensation, essentielles pour préserver
l’équivalence Max-SAT.

x3

x1 ∨ x3 x1 ∨ x2 ∨ x3 x1 ∨ x2 ∨ x3 x1 ∨ x2 ∨ x3

x1 ∨ x2 x1 ∨ x2
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FIGURE 1 – Explication de la clause (x1) dans ϕ

Ce résultat sur l’explication de clauses s’étend également
aux formules ainsi qu’à la construction de preuves pour
Max-SAT (voir les détails dans l’article [3]).
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